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Saateks

Kiesolev 6ppematerjal kujutab endast iilesannete kogu iilikoolikursuse Algo-
ritmid ja andmestruktuurid tarbeks.

Kogumiku liigendus jaotisteks vastab tildiselt selle aine kavale. Erandina on
juurde voetud ka iilesandeid sonetootlusest, algoritmi korrektsusest ja planimeet-
riast (jaotis 18). Jaotisse 17 on koondatud iilesandeid, mis ei seondu (ilmutatult)
mone eelmise jaotise teemaga.

Enamus iilesannetes esinevaid moisteid leiavad késitlemist aine 6pikus [1].
Moningaid vajalikke lisam&isteid on tdiendavalt kirjeldatud jaotises 19.

Kogumiku {ilesannetest pohiosa moodustavad {ilesanded, mida kogumiku
koostajad on sénastanud ja kasutanud selle aine 6petamisel mitmete aastate jook-
sul. Moningaid iilesandeid v6i nende ideid on saadud ka allikatest [2], [3], [4],
[5], [6] ja [7], aga ka praktikumijuhendajatelt ning iiliopilastelt. Ulesannete valik
katab piisavalt ainekursuselt saadavad oskused ja on toeks omandatud teadmiste
kontrollimisele.

Mbonede iilesannete jaoks on raamatu 16pus dra toodud vastused voi/ja la-
hendamise suunised. Nende olemasolu margivad iilesande numbri jarel sulgudes
olevad tdhed, vastavalt v vdi/ja s. Suunised vdivad olla iisna erineva detailsusega,
alates paarisonalisest vihjest kuni néidislahenduseni.

Terminoloogiat ei ole piiiitud kanoniseerida ega paralleelvorme téielikult val-
tida, néiteks funktsioonidevahelisi O- ja ©-relatsioone véljendame nii sonaliselt
kui ka kuuluvusstimboli abil: f on ©(g) ehk f € ©(g), f ei ole O(g) ehk f ¢ O(g)
jmt. Jargnevas tabelis on pikemalt selgitatud {ilesannete tekstides formuleeritud
lakoonilisi ndudeid.

Ulesandes noutud: Interpretatsioon:

Sonastada algoritm ... Kirjeldada vabas vormis, n6 oma sdnadega,
algoritm ... .

Kirjutada algoritm ... Esitada algoritm ... mingis vabalt valitud
pseudokoodis.

Sooritada ... (algoritmi jargi) Teha , kasitsi“ 1abi, ,mangida 1abi“ ...; iihtlasi
(soovitavalt) tehes méarkmeid, jooniseid.
Koostada programm ... Kirjutada ja siluda-testida programm ...
vabalt valitavas programmeerimiskeeles
(Java, Python, C+ + jmt).

Programmeerida funktsioon ... | Realiseerida funktsioon ... vabalt valitavas
programmeerimiskeeles ja koostada vastav
testprogramm.

Kiisimuse vormis sonastatud iilesannete korral tuleb vastust pdhjendada, mit-
te piirduda lithivastusega.

Kui on noutud leida algoritmi ©-hinnang, siis tuleb vastusena anda voi-
malikult lihtne funktsioon f, nii et algoritmi keerukus on ©(f); f on niimit-
me muutuja funktsioon, kuimitmest parameetrist s6ltub algoritmi andmemabht,
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kdesolevas peamiselt ithemuutuja funktsioon, ménedel juhtudel ka kahemuutu-
ja funktsioon. Kédesolevas programmina (Python-funktsioonina, Java-meetodina)
esitatud algoritmi ajalise keerukuse hindamisel loetakse omistamised ja aritmee-
tilised ning vordlemistehted reeglina elementaaroperatsioonideks (keerukusega
O(1) ehk O(1)). Seda juhul, kui ei ole 6eldud teisiti.

Kiaesoleva tilesannete kogu koostajate eriline tdnu kuulub Reimo Palmile vor-
mistusliku tarkvaratehnilise toe eest. Tdnuvaddrne on ka Mare Koidult saadud
keelendu.

Ebakorrektsustest ja soovitustest palume teada anda aadressil

Ahti.Peder@ut.ee.



1. Funktsiooni asiimptootiline hinnang

Olgu f ja g naturaalarvuliste argumentidega ja positiivsete vaartustega funktsioo-
nid. Siis f on aslimptootiliselt iilalt tokestatud funktsiooniga g (seda tdhistame
f € O(9)), kui leiduvad ¢ > 0ja N > O nii, et f(n) < cg(n) iga n> N korral.

Kui f € O(g) ja g € O(f), siis {itleme, et f ja g on aslimptootiliselt ekvi-
valentsed ning tdhistame f € ©(g). Kuna ©O-relatsioon on ekvivalents, siis saame
radkida ekvivalentsiklassidest — aine kontekstis nimetame neid edaspidi keerukus-
klassideks. Uhte keerukusklassi kuuluvad omavahel asiimptootiliselt ekvivalent-
sed funktsioonid. Kuuluvusseoste f € O(g) ja f € ©(g) asemel kasutame tekstis ka
vastavalt viljendeid ,,f on O(g)“ja , f on ©(g)“.

Asjaolu g on O(f) tdhendab {ihtlasi ka seda, et funktsioon f on altpoolt
asiimptootiliselt tokestatud funktsiooniga g; siis 6eldakse, et f on Q(g). [1]

Kiesolevas jaotises toodud iilesannetes peab toestused 1dbi viima, toetudes
eelpool toodud definitsioonidele. Aine kontekstis eeldame, et O(1) = O(1).

1.1. Téestada O- ja O-relatsioonide omadused ([1], 1k 15):
(a) iga k> O korral, kf on O(f);
(b) kui f on O(g) ja hon O(g), siis (f +h) on O(g);
(c) kui f on O(g) ja gon O(h), siis f on O(h);
(d) N"on O(n%), kui 0<r <s;
(e) kui p on d-astme poliinoom, siis p on @(n%);
(£ kui f on O(g) ja hon O(r), siis O(f -h) on O(g-r);
(g) nfon O(b"), kui b> 1, k>0;
(h) log,n on O(n*), kui b > 1, k> 0;
(1) log,n on O(logyn) iga b,d > 1 korral.

1.2. Millised eelmises tilesandes toodud O-relatsiooni omadused kehtivad ka
O©-relatsiooni kohta? Toestada need ©O-relatsiooni omadused.

1.3. (s) Naidata, et reas

| c1|czlogn]csnjcsnlogn]csn?|cgn®lc,2" |

iga funktsioon on O-relatsioonis talle jdrgneva funktsiooniga ega ole O-relatsioonis
talle eelneva funktsiooniga. ([1], 1k 12)
1.4. (s) Naidata, et
(a) 12nlogn— 120logn on Q(nlogn);
(b) 12nlogn+ 120logn on Q(nlogn);
(0 logzn+/non ©(y/n);
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(d) 150+ nlogn on O(nlogn);
(e) n! eiole O(2").

1.5. (v) Kontrollida jargmiste vdidete paikapidavust:
(&) 2"e O(3M);
(b) 2" 0(3");
(c) max(m,n) € ©(m+n);
(d) min(m,n) € ©(m+n).

1.6. Leida voimalikult lihtne ®-hinnang funktsioonile
(a) 2n?+3(logn)3;
(b) 3n?+5nlogn®.

1.7. Algoritmi taitmisaja soltuvust sisendi suurusest n viljendagu funktsioon
(@ (n-1)k
(b) n(n+1);
(@) (3+5)8
(d) 2n+1;
(e) 3log,(n);
() 3n?+2n-5;
(&) (n*+1)'%
(h) log3(n);
(@ logy(n?);
() 0.01n*+ 1007
(k) 200+ 51In(n);
D In(n)+logg(n).

Kontrollida, millistesse jairgmistest hulkadest see funktsioon kuulub:
O(1), O(logn), O(n), O(n?), O(n°), O(2"), O(5"), B(logn), B(n), O(n?), O(n°),
o(2"), O(5").

1.8. (v) Antud on ménede algoritmide ajalist keerukust véljendavad funktsioo-
nid:
(a) 0.01n*+43n3+1;
(b) n°5:
(@ (n=2)%
(d) 5log((n+100)%9);

(e) In%n;
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6 22
(8 3"
Jarjestada need keerukusklassi jargi asiimptootiliselt aeglasemalt kasvavast kii-

remini kasvavani.

1.9. Jérjestada antud keerukusklassid astimptootiliselt kiiremini kasvavast aeg-
lasemani:
o(n®), ©(2"), ®(nlogn), ©(n), O(n!), ©(n?), O(logn).

1.10. (v) Olgu funktsiooni f(n) {ildkujuks 5n® +8g(n), kus g € O(n). Millised
jargnevatest vordustest voivad kehtida?

(@ f(

() f(n)

(© f(n)

(d) f(n)="5n%
(e) f(n)

® f(n)

(® f(n)

1.11. (v) Millised jargnevatest viidetest on toesed?
(a) kui f on O(g), siis f ei ole kindlasti ©(g);
(b) kui f on ©(g), siis f on ka O(g);
(c) kui f on ©(g), siis f ei ole kindlasti O(g);
(d) kui f on O(g), siis f on ka ©(g);
(e) kui f on O(g), siis g on ka O(f);
(0 kui f on ©(g), siis g on ka O(f).



2. Algoritmi ajaline keerukus

Algoritmi parima, keskmise ja halvima juhu ajalise keerukuse hindamisel eelda-
takse vaikimisi ©-hinnangu leidmist, erijuhul aga voimalikult aeglaselt kasvava
funktsiooniga O-hinnangu esitamist. Korvalekalded sellest noudest tuuakse vélja
ilmutatud kujul iilesande tekstis. Edaspidi lihtsustavalt: kui ei réagita ilmutatult
halvimast ega parimast juhust, siis tegeldakse keskmise ajalise keerukuse hinda-
misega.

Ulesannete lahendamisel v6ib toetuda faktile, et algoritmi ajalise keerukuse
O- ja ©-hinnangu leidmiseks piisab arvutada andmemahu n korral t66s soorita-
tavate elementaaroperatsioonide koguarv c(n). Suuremas plaanis voime suvalist
algoritmi kisitleda elementaaroperatsioonina, kui selle sooritamise ajaline kestus
ei sOltu algoritmi sisendparameetrite viartustest ja on tokestatud iilalt mingi posi-
tiivse konstandiga. Siiski, mones iilesandes voetakse lihtsuse mottes elementaar-
operatsiooniks tegevus, mis tegelikult seda pole.

Algoritmide esitamispohimotted skeemina leiab 6pikust [1].

2.1. (v) Iga alljargneva Python-funktsiooni korral leida, mitu liitmistehet soo-
ritatakse antud funktsiooni tditmisel etteantud n korral.

(a) def fl(n):

i=0

while i < n:
print(i+1)
i=1i+1

(b) def f2(n):

i=0
while i < n:
j=0
while j < n:
print(i+j)
j=3+1
i=1+1

(© def f3(n):
i=0
while i < n:

j=1

while j < n:
print(i+j)
j=d+a

i=1+1

2.2. (sv) Iga alljargneva Python-funktsiooni korral leida, mitu ekraanile véljas-
tust sooritatakse antud funktsiooni tiitmisel etteantud n korral.
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(@

(b)

@)

2.3. (v) Hinnata joonisel 1 esitatud kahe algoritmi ajalist keerukust, kui alam-

def f4(n):
i=n
while i > O:
print(i)
i=1//2

def f5(n):
i=n
while i > O:
j=1i
while j > O:
print(i, J)
i=3i-1
i=1//2
def f6(n):
i=n
while i > O:
j=1i
while j > O:
print(i, j)
i=3//2
i=41i-1

algoritmi Sajaline keerukus on O(1).

2.4. Leida valem, mille jérgi arvutada joonisel 2 kujutatud n-kordse tstikli aja-
line keerukus antud m ja n korral (eeldades, et tsiikli sisu S ajaline keerukus on

o(1)).

x1=1...n *x1=1
xk=1...1 *x k=1
[x(G=1...10) S

Joonis 1: Kaks kolmekordset tsiiklit.
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xii=1,2,....m

*i2:1,27...,’&1

* .

*ino1=1,2,. . in_2

*in=1,2,... in1
S

Joonis 2: Mitmekordsete tsiiklite pere iildkuju.

I Programmikoodi ©-hinnangu leidmine

2.5. (v) Leida Python-funktsiooni
def fl(a):
i=0
while i < len(a):
print(al[i])
i=1+1
ajalise keerukuse ©-hinnang, kui andmemahu méarab sisendlisti a pikkus.

2.6. (v) Leida Python-funktsiooni
def f2(a):
i=0
while i < len(a):
j=0
while j < len(a[i]):
print(alil[j])
j=3j+1
i=1i+1
ajalise keerukuse ©-hinnang, kui andmemaht on maaratud sisendtabeli a
(a) mootmetega (ridade arv m, veergude arv n);

(b) lahtrite arvuga.

2.7. (v) Eeldades, et Python-funktsiooni

def f3(a):
i=0
while i < len(a) and i < len(ali]):
print(al[i][i])
i=1+1
sisendina kasutatakse vaid ruudukujulisi maatrikseid, leida selle funktsiooni halvi-
ma juhu, parima juhu ja keskmise ajalise keerukuse ©-hinnangud, kui andmemaht
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on madaratud sisendmaatriksi a
(a) ridade arvuga;

(b) elementide arvuga.

2.8. (v) Leida Python-funktsiooni
def nullilejargnevad(a):

i=0
while i < len(a):
while i < len(a) and a[i] !'= O:
i=1i+1
i=1i+1
if i < len(a):
print(al[i])

parim ja halvim juht ning nende ajalise keerukuse ®-hinnangud.

2.9. Leida Python-funktsiooni

def fun(a, i, j):
if i == j:
return ali]
kesk = (1 + j) // 2
return fun(a, i, kesk) + fun(a, kesk+1l, j)

keskmise ajalise keerukuse ©-hinnang.

2.10. (sv) Leida Java-meetodi

public static void m(int n){
for (int i1 = 1; i <= n; i++){
if (n < 10)
for (int j = 1; j <= nj; j++)
System.out.println("Hello!");
if (n < 100)
for (int j = 1; j <= n; j++)
System.out.println("Good Bye!");
3
3

ajalise keerukuse ®-hinnang.

2.11. (v) Leida Java-meetodi

public static void ml(int n){
for (int i1 = 0; i < nj; i++)
for (int j = 0; j < i; j++)
p(3);
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ajalise keerukuse @-hinnang, kui meetodi p ajaline keerukus oma sisendi vaartuse
j suhtes on

@ 6(j);
(b) O(2)).

2.12. Leida Java-meetodi

public static int m2(int[] a){
int 1i;
for (i = 0; i < a.length; i++)
if (a[i]l % 2 !'= 0)
break;
return i;

}

halvima, keskmise ja parima juhu ajalise keerukuse @-hinnangud (sisendmassiivi
a pikkuse suhtes).

2.13. (v) Leida Java-meetodi
public static void m3(int n){
for (int 1 = 1; i <= n; i++)
for (int j = 1; j <= n; j++)
ai, J);

3
ajalise keerukuse @-hinnang, kui meetodi q ajaline keerukus oma sisendite véar-
tuste i, ] suhtes on

(@ O(i+j);

(b) Ofij).

2.14. (v) Leida Java-meetodi

public static void m4(int n, int m){
if (n > 0){
for (int j = 1; j <= m; Jj++)
p(3);
m4(n-1, m);
3
3

ajalise keerukuse ©-hinnang sisendite vaértuste n, m suhtes, kui meetodi p ajaline
keerukus oma sisendi vaartuse j suhtes on

(@ O(1);
(b) ©(logj).
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2.15. (v) Leida Java-meetodi

public static void m5(int n, int m){
for (int 1 =n; 1 > 0; 1 /= 2)
p(ixi);
for (int i =m; i > 0; i -= 2)
p(i+i);
¥
ajalise keerukuse ©-hinnang sisendite vaértuste n, m suhtes, kui meetodi p ajaline
keerukus oma sisendi vaartuse j suhtes on

(@ O(1);
(b) O()).

2.16. Leida Java-meetodite met1 ja met2

public static void metl(int n, int m){
for (int i = 1; i <= n; i++)
for (int j =1; j <=m; j += J)
p(i, J3);
}
public static void met2(int n, int m){
if (m > 0){
for (int 1 = 0; i < n; i++)
p(i, m);
met2(n, m-1);
3
}

ajalise keerukuse ©-hinnangud sisendite vaartuste n, m suhtes, kui meetodi
p(int i, int j) ajaline keerukus on

(a) O(1);
(b) o()).
2.17. Leida Java-meetodi

public static void met3(int n, int m){
for (int 1 = 1; i <= n; i++)

p(i);
for (int j =m=+=m; j>0; j /=2)
a(n, Jj);

}
ajalise keerukuse ©-hinnang sisendite vaartuste n, m suhtes, kui
(a) meetodid p(int i) ja q(int i, int j) on modlemad ajalise keeru-
kusega O(1);
(b) meetodite p(int i)jaq(int i, int j) ajalised keerukused on vas-
tavalt O(i) ja O(i?).



14 2. ALGORITMI AJALINE KEERUKUS

2.18. Leida Java-meetodi

public static void met4(int n, int m){
int i, j, d;
for (i = 2; 1 <=n; 1 ++){
for (j =1, d=0; j <=m; j += ++d)
p(i, J);
}
}
ajalise keerukuse O-hinnang sisendite vaartuste n, m suhtes, kui meetodi
p(int i, int j) ajaline keerukus on

(@ O(1);
(b) ©(logi).

2.19. Leida Java-meetodi
public static void met5(int n, int m){

if (m > 0)
met5(n, m-1);

else if (n > 0)
met5(n-1, m);

p(n, m);

}

ajalise keerukuse O-hinnang sisendite vaartuste n, m suhtes, kui meetodi
p(int i, int j) ajaline keerukus on

(@ O(1);
() Oi+]).

IT Ajalise keerukuse hindamine

2.20. (v) Kui on teada, et algoritmi A keerukushinnang on O(n), kas siis voib
olla, et algoritmi A keerukushinnang on ©(logn)?

2.21. (s) Kirjutada mitterekursiivne, jarjendisiseselt to6tav algoritm, mis kont-
rollib, kas antud sones koik stimbolid on paarikaupa erinevad. Hinnata selle algo-
ritmi ajalist keerukust.

2.22. Kirjutada rekursiivne algoritm jéarjendi summa leidmiseks, mis jagab jér-
jendi neljaks enam-vdahem voOrdseks osaks ja siis tagastab nende osade summade
summa. Hinnata selle algoritmi keerukust pohiteoreemi ([1], 1k 20) kasutades.

2.23. (s) Hinnata algoritmi ajalist keerukust, kui lahendusaeg T avaldub kujul

(@) T(n)=9T(n/3)+n;
(b) T(n)=2T(n/2)+n2
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2.24. Leida iilesandes 2.7 ndutud halvima ja parima juhu keerukushinnangud
juhul, kui sisendtabel ei tarvitse olla ruudukujuline.

2.25. Alljargnevas on sonastatud kaks algoritmi koostamaks antud jérjendi
nende elementide jarjend, millest (antud jéarjendis) eespool paiknevate elementide
seas ei ole sellest viiksemaid ega sellega vordseid. (Naiteks [3,4,5,1,6,7,0,2,8,2]
korral on tulemuseks [3,1,0].)

(a) Koostatav jarjend on algselt tiihi. Antud jérjend lébitakse vasakult pa-
remale; jooksev element lisatakse koostatava jarjendi lo6ppu, kui koos-
tatav jirjend on tithi v6i vaadeldav element on koostatava jarjendi
viimasest elemendist vaiksem.

(b) Koostatav jérjend on algselt tiihi. Antud jéarjend labitakse paremalt va-
sakule; iga element lisatakse koostatava jarjendi algusesse ja koos sel-
lega eemaldatakse sealt koik elemendid, mis paiknevad lisatu ja esi-
mese temast vdiksema elemendi vahel.

Leida kummagi algoritmi ajalise keerukuse ©-hinnang (eeldusel, et iihe kirje lisa-
mine jarjendisse ja {ihe kirje eemaldamine jérjendist on konstantse ajalise keeru-
kusega).
2.26. (sv) Leida kahe n numbrist koosneva arvu késitsi
(a) liitmise;
(b) lahutamise;
(¢) korrutamise

tavaalgoritmi ajalise keerukuse ®-hinnang.

2.27. (s) Kontroll, kas antud positiivne tdisarv on arvu 2 aste, teostatakse jérg-
mise algoritmi kohaselt.

Kui arv on paaritu, siis lopetatakse. Kui arv on paarisarv, siis jagatakse see
kahega ja korratakse tegevust tulemuseks saadud arvuga. Kui 16petati tulemusega
1, siis on vastuseks JAH, vastasel korral on vastuseks EI.

Leida selle algoritmi halvima ja parima juhu ajalise keerukuse @-hinnangud.

2.28. (s) Vaatleme algoritmi A, mis naturaalarvulise sisendi n korral toimetab
jargmiselt:
e kui n on paarisary, siis 16petab t606;
e kui n on paaritu arv, siis teeb n korda t66d, mille ajaline keerukus on
0O(1).
Toestada, et selle algoritmi ajalise keerukuse hinnang
(a) eiole ©(n);
(b) eiole O(1).
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2.29. (sv) Labides maatriksi A modtmetega n x n, toodeldakse iga elementi Ajj
ajaga, mis kuulub keerukusklassi
(@) O(1);
(b) ©(logn);
(©) O(i);
(d o(ij);
(e) Ofi+]).
Leida sellise algoritmi ajalise keerukuse ®-hinnang.

2.30. (sv) Iga alljargneva Python-funktsiooni korral kontrollida, millistesse
jargmistest hulkadest O(1), O(logn), O(n), O(nlogn), O(n?), O(2"), ©(logn), ©(n),
O(nlogn), ©(n?), ©(2") see funktsioon kuulub. Funktsiooni fibo_arv puhul eel-
dada, et arvu astendamine (@" leidmine, a on konstant) on ajalise keerukusega
O(logn). Liitmistehte ja lahutamistehte sooritus lugeda elementaaroperatsiooniks.

(a) def fibo_arv(n): # Binet’ valem
phil = (1 + sqrt(5)) / 2
phi2 = (1 - sqrt(5)) / 2
return round((phil#**n-phi2+=*n)/sqrt(5))

(b) def fibo_rek(n):
if n < 3:
return 1
return fibo_rek(n-1) + fibo_rek(n-2)

(© def fibo_iter(n):
if n < 3:
return 1
fi=1; f2 =1
for i in range(3, n+l):

f3 = f1 + £2
f1 = f2; f2 = £3
return f3

2.31. (s) Leida funktsiooni fibo_iter (iilesandest 2.30) ajalise keerukuse ©-
hinnang, kui eeldada, et arvude liitmine on ajalise keerukusega ©(max(p,r)), kus
pjar on liidetavate kiimnendkohtade arvud.

2.32. (v) Alljargnevas on sonastatud kaks algoritmi leidmaks jarjendina antud
n inimese masside jérgi raskeima viiest inimesest koosneva rithma kogumass, kes
saaks soita 400kg limiidiga liftis.

(a) Alustatakse jooksva massiga O kg. Koostatakse jirjest koik voimali-
kud komplektid jarjendis antud kaaludest. Iga komplekti puhul, mil-
les on tépselt 5 liiget, mille summa ei iileta 400kg, vorreldakse sum-
mat jooksva massiga ja selle iiletamisel loetakse jooksvaks massiks see
summa.
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(b) Alustatakse jooksva massiga 0 kg. Koostatakse jarjest kdik véimalikud
tapselt 5 liikmest koosnevad komplektid. Iga komplekti puhul, mille
summa ei iileta 400 kg, vorreldakse summat jooksva massiga ja selle
iiletamisel loetakse jooksvaks massiks see summa.

Leida kummagi algoritmi keskmise ajalise keerukuse ©-hinnang. Kumb algo-
ritm on eelistatum, voi on need vordvaarsed (st sama keerukusega)?
Leida teise algoritmi halvima juhu ajalise keerukuse ®©-hinnang.

2.33. Olgu tarvis kontrollida etteantud jérjendi korral, kas selle mingi mittetiihi
algusosa kordub vahetult jargneva jérjendiosa algul. Vaatleme jargmist (Python-
funktsioonina esitatud) naiivset algoritmi selle iilesande lahendamiseks.

def kontrolli_algused(a):
pikkuse_piir = len(a) / 2
pikkus = 1; seni_erinevad = True
while seni_erinevad and pikkus <= pikkuse_piir:
i = 0; seni_erinevad = False
while not(seni_erinevad) and i < pikkus:
if not(al[i] == a[pikkus+i]):
seni_erinevad = True
i=1i+1
pikkus = pikkus + 1
return not(seni_erinevad)

Leida selle algoritmi parima juhu ajalise keerukuse @-hinnang.

2.34. (s) Iga alljargneva Python-funktsiooni jaoks leida voimalikult tdpne
keerukushinnang kujul ©(f(n)).

(a) def astel(a, n):
tulemus = 1
for i in range(n):
tulemus = tulemus * a
return tulemus

(b) def aste2(a, n):
if n == 0:
return 1
return a * aste2(a, n-1)
(© def aste3(a, n):
if n ==
return 1

if n % 2 == 0:
return aste3(a, n//2) * aste3(a, n//2)
return aste3(a, n//2) % aste3(a, n//2) * a

(d) def aste4(a, n):
if n ==
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return 1
pool_aste = asted4(a, n//2)
ifn% 2 ==0:

return pool_aste * pool_aste
return pool_aste * pool_aste * a

(e) def aste5(a, n):
if n ==
return 1
if n == 1:
return a
return aste5(a, n//2) % aste5(a, (n+l)//2)

2.35. Sonastada mingi konkreetne algoritm, mille keskmise ja halvima juhu
ajalise keerukuse hinnangud sisendparameetri n suhtes on mélemad @(n3).

2.36. Sonastada mingi konkreetne algoritm, mille halvima juhu ajaline keeru-
kus sisendparameetri n suhtes on ©(n®) ja keskmine ajaline keerukus on @(n?).

2.37. Soénastada mingi konkreetne algoritm, mis pole sorteerimismeetod, kuid
mille keskmine ajaline keerukus sisendparameetri n suhtes on ®(nlogn).

III T66aja empiiriline hindamine

2.38. Koostada programm Fibonacci arvude (Fg,F1,... ) leidmiseks kuluva aja
mootmiseks, millega saaks konkreetsel arvutil katseliselt lahendada jargmised
iilesanded.

(a) Leida suurim indeks k, millele vastava Fibonacci arvu F, on arvuti voi-
meline vilja arvutama 1 sekundi jooksul rekursiivse meetodiga (rekur-
rentse seose F, = F,_1 + Fn_» kohaselt).

(b) Teha kindlaks selle Fibonacci arvu Fy leidmise to6aeg, kui Fibonacci
arvu leidmine on realiseeritud iteratiivse algoritmi kohaselt, vt iiles-
anne 2.30(c).

(c) Maarata selle iteratiivse algoritmi puhul suurim indeks, millele vastav
Fibonacci arv leitakse 1 sekundi jooksul.

2.39. Automaat koostab iihikruutudest malelauda mootmetega 2" x 2" nii, et
teeb valmis 4 vordset varvitud ruudustikku ja seejirel paneb need kokku. On tea-
da, et nii iihe {ihikruudu varvimine kui ka ruuduplokkide kokkutdstmine votab
ithe ajaiithiku. Leida algoritmi ajalise keerukuse ©-hinnang ja aeg, mis kulub 8 x 8
malelaua valmistamiseks.

2.40. (sv) Juku oli puudunud monedest tundidest, kus kasitleti bitivektorite
loendamist. Seetottu ei suutnud ta kuidagi uskuda, et niiteks 25-elemendilisi bi-
tivektoreid on nii palju (33554432), kui 6ppejoud véidab. Selle kontrollimiseks
kirjutas ta Python-funktsiooni
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def bitt_gen(n, vektor = ""):
if len(vektor) == n:
return 1
return bitt_gen(n, vektor+"0") + bitt_gen(n, vektor+"1l")

mis leiab koigi erinevate n-elemendiliste bitivektorite arvu. Oma arvutil sai Juku
25 elemendi korral vastuse katte 10 sekundiga.

(a) Kui Jukul on loengu alguseni aega 60 minutit, siis mis on maksimaalne
n, mille puhul Juku saaks vastuse kétte enne loengu algust?

(b) Tegelikult saab koigi n-elemendiliste bitivektorite arvu leida palju liht-
samini ja marksa kiiremini. Kuidas?

2.41. (s) Priit, kes tegeleb DNA analiiiisimisega, koostas Python-funktsiooni

def dna_mol_gen(n, genoomi_l6ik = ""):
if len(genoomi_106ik) == n:
print(genoomi_16ik)
else:

for nukleotiid in ["A™, "T", "C", "G"I:
dna_mol_gen(n, genoomi_lodik+nukleotiid)
leidmaks koik n nukleotiidi pikkused genoomildigud. Kiitades seda funktsiooni

rakendavat programmi teadusarvutuste keskuse serveris, sai ta kitte koik 20 nuk-
leotiidi pikkused genoomildigud 1 sekundiga.

(a) Mitu sekundit kulub Priidul aega, et saada samas serveris kétte koik
26 nukleotiidi pikkused genoomil6igud?

(b) Kui Priidul oleks voimalik kasutada sama serverit 4 tundi, siis mis on
maksimaalne pikkus, mille korral saaks Priit veel kdik sellise pikkusega
genoomildigud kétte?

2.42. (s) On teada, et jargnev Python-funktsioon véljastab konkreetsel arvutil
6-tdhelise sisendsone koik permutatsioonid ithe sekundiga. Umbes mitu sekundit
kulub aega 10-tédhelise sisendi puhul?

def permutatsioon(sone, perm = ""):
if len(sone) ==
print(perm)
else:
for i in range(len(sone)):
permutatsioon(sone[:i]+sone[i+1:], perm+sone[i])

2.43. Antud sbne stimbolite permutatsioonide leidmiseks on Pythonis koosta-
tud jargmine rekursiivne generaator-funktsioon:

def gen_permut(s): # generaator-funktsioon
# Antud: soOne s
# Tulemus: antakse vdlja sOne s siimbolite
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# jarjekordne permutatsioon (sOnena)
n = len(s)
if n <= 1:
yield s
else:
for perml in gen_permut(s[1:]):
# perml -- permutatsioon sonest s ilma esimese
# siimbolita s[0]
for i in range(n)
# i -- koht, kuhu sénes perml lisada vahele
# siimbol s[0]

yield perml[:i] + s[0] + perml[i:]

Sellele tuginedes programmeerida funktsioon f(n), mille vaartuseks on n-siimbo-
lilise sone koikide permutatsioonide genereerimiseks kuluv aeg (kasutataval arvu-
til). Tehes arvutil katseid, tabuleerida see funktsioon n=3,4,...,12jaoks.



3. Hargnemistega algoritm. Rekursioon

Kiesolevas jaotises loetakse n-siimbolilise sone ekraanile véljastamise protseduuri
ajaliseks keerukuseks O(n). Seda juhul, kui ei ole deldud teisiti.

Jaotises kasutatava véljendiga ,lopetab t66“ moeldakse programmi omadust
tdita koik valjakutsutavad direktiivid ja tagastada tulemus (praktikas esineda voi-
vat mélu- voi ajapuudust arvestamata).

3.1. Millise vaartuse tagastab jargnev Python-funktsioon sisendi n = 8 korral?
(a) def f(n):
if n ==
return O
return 2+n-1 + f(n-1)

(b) def f(n):
if n == 1:
return 1
return n + f(n-1)

3.2. (v) Mitu liitmistehet sooritatakse jargnevas Python-funktsioonis Fibonacci
jada n-nda liikme leidmiseks rekursiivse definitsiooni jérgi n = 10 korral?

def fibo_rek(n):
if n < 3:
return 1
return fibo_rek(n-1) + fibo_rek(n-2)

3.3. (s) Ulesandeks on teha kindlaks, mitu liitmis- ja mitu lahutamistehet soo-
ritatakse funktsiooni

def f(k):
if k<3:
return 1
return f(k-1)+f(k-2)+f(k-3)

vaartuse leidmiseks. Selleks kirjutada funktsioon, mis etteantud téisarvu n korral
tagastab (ehk arvutab) f(n) védrtuse arvutamisel tehtavate

(a) liitmiste arvu;

(b) lahutamiste arvu.

3.4. (v) Milline sone prinditakse jargnevate Python-funktsioonide poolt sisendi
,REKURSIOON* korral?

(a) def tag(sone):
if len(sbne) ==
return
print(sone[0], end=’ ’)
tag(sone[1:])
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(b) def tag(sone):
if len(sOne) ==
return
tag(sone[l:])
print(sone[0], end=’ ’)

(0 def tag(sone):
if len(sdne) == 0:
return
print(so6ne[0], end=’ ')
tag(sone[1:])
print(sone[0], end=’ ’)

(d) def tag a(sodne):
if len(sbne) ==
return

print(séne[0], end=’ ’)
tag_b(sone[1:])

(e) def tag b(sodne):
if len(sOne) ==
return

tag_a(so6ne[l:])
print(séne[0], end=" ’)

3.5. (v) Mitu tostmist tehakse (ehk mitu rida prinditakse alljargnevas Python-
funktsioonis) n kettaga Hanoi tornide iilesande lahendamisel rekursiivse definit-
siooni jargi n = 10korral? Mitu funktsiooni tésta véljakutset sooritatakse?

def hanoi(n):
def tdésta(n, kust, kuhu, ajutine):
if n == 1:
print("Tésta ketas tornist",kust,"torni",kuhu+".")
else:
tosta(n-1, kust, ajutine, kuhu)
tosta(l, kust, kuhu, ajutine)
tosta(n-1, ajutine, kuhu, kust)
tosta(n, "A", "B", "C")

3.6. Olgu ilesandeks viljastada ekraanile etteantud n ja k korral koik pikkuse-
ga n bitivektorid, milles on tipselt k iihte. Kaks sellekohast Python-funktsiooni:

(a) Lootusetu haru &draldikamisega variant:

def bitl(n, k, vyhtesid=0, tee=""):
# n - vektori pikkus, k - lubatud ’1’-de arv,
# yhtesid - ’1’-de loendur,
# tee - bitivektori prefiks
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if yhtesid == k: # meil on tédpselt k '1’-e
lisaks = (n - len(tee)) = ’0’
print(tee + lisaks)
return

if len(tee) == n: return

bit(n, k, yhtesid, tee+’0’)

bit(n, k, yhtesid+l, tee+’1’)

(b) Koikide juhtude ldbivaatamisega variant:

def bit(n, k, yhtesid=0, tee=""):
# n - vektori pikkus
# k - lubatud ’'1’-de arv
if len(tee) == n:
if vhtesid == k:
print(tee)
return
bit(n, k, yhtesid, tee+’0’)
bit(n, k, yhtesid+l, tee+’1l’)

Mitu funktsiooni bit véljakutset tehakse n = 6 ja k = 2 korral teises variandis
rohkem (st kui ei lopetata t60d harus, kus leitud vektoris on k iihte juba olemas)?

3.7. (v) Milliste parameetritega tuleb teha jargnevates Python-funktsioonides
rekursiivne véljakutse, et tulemuseks oleks jarjestikuste naturaalarvude korrutis
a-st b-ni?

(a) def korrutis(a, b):
if a == b:
return a
return a * korrutis( , )

(b) def korrutis(a, b):
if a ==
return b
return b * korrutis( , )

(0 def korrutis(a, b):
if a ==
return b
return a * korrutis( , )

(d) def korrutis(a, b):
if a > b:
return 1
return a * korrutis( , )

(e) def korrutis(a, b):
if a > b:
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return 1
if a ==
return a
return a * b * korrutis( , )

3.8. (v) Milliseid iilesandeid lahendavad alljargnevad Python-funktsioonid?

(a) def f(n):
if n < O:
return f(-n)
if n == 0:
return True
if n ==
return False
return f(n-2)

(b) def f(a, b):
if b == 0:
return 1
return a * f(a, b-1)

(o) def f(a, b):
if b == 0:
return 0O
return a + f(a, b-1)

(d) def f(n):
if n < 0O:
return False
if n == 0:
return True
return f(n-1)

3.9. (sv) Piirdume siin seljakotiiilesande ([1], 1k 16) lihtsustatud variandiga,
kus esemete hindu ei arvestata. Ulesanne seisneb véimalikult raske, kuid seljakoti
kandevoimet mitteiiletava esemetekomplekti koostamises.

Olgu antud jirgnevad kaks Python-funktsiooni seljakotiiilesande lahendami-
seks; a on esemete kaalude jirjend ja k on seljakoti kandevéime. Mitu korda
vaadeldakse kummagi funktsiooni tditmisel igat esemete alamhulka (mis ei asu
lootusetus harus)?

(a) def seljakott(a, k):
if len(a) == 0 or k <= 0:
return []
al = [a[0]] + seljakott(a[l:], k-a[0])
a2 = seljakott(a[l:], k)
sl = sum(al)
s2 = sum(a2)
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if s1 > k or s2 > sl:
return a2
return al

(b) def seljakott(a, k):
if len(a) == 0 or k <= 0:
return []
parimA = []
parimSumma = O
for i in range(len(a)):
b = [a[i]] + seljakott(al[:i]+a[i+1:], k-a[il])

s = sum(b)
if s > parimSumma and s <= k:
parimA = b

parimSumma = S
return parimA

3.10. Iga alljargneva Python-programmi korral ndidata funktsioonivéljakutse-
te magasini muutumine arvutuse kéigus. Selleks joonistada magasini seis (ajali-
ses jarjestuses) parast iga véljakutset ja parast iga funktsioonist tagasip66rdumist.
Magasini elemendiks olgu funktsiooni nimi koos argumendi véartusega. Tépselt
korduvaid osi voib asendada kordusméarkidega.

(a) def pri(n):
def abi(a):
if len(a) < n:
abi(a+[0])
abi(a+[1])
else: print(a)
abi([])
prl(3)

(b) def pr2(n):
def abi(a):
if len(a) < n:
abi(a+[0])
abi(a+[1])
abi(a+[2])
else: print(a)
abi([1)
pr2(2)

(© def fib(n):
if n >= 2: return fib(n-1) + fib(n-2)
if n >= 0: return n
a = fib(-n)
if n % 2 == 0: return -a
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return a
fib(3)

(d) def perm(a):
def abi(x, vy):
if len(y) > O:
i=0
while i < len(y):
z = vyl:]
z.pop(1)
abi(x+[y[i]], z)
i+=1
else: print(x)
abi([], a)
perm([1,2,3])

3.11. (v) Olgu antud jargmine rekursiivne Python-funktsioon, mis peaks tagas-
tama kahe arvu korrutise.
def korruta(a, b):
if b == 1:
return a
return a + korruta(a, b-1)

Kas see funktsioon peatub (lopetab t66) koigi tdisarvuliste sisendipaaride korral?

3.12. (v) Olgu antud jargmine rekursiivne Python-funktsioon, mis peaks leid-
ma arvu n kahega jagamisel tekkiva jaégi.

def mod2(n):
if n == 0:
return 0
if n == 1:
return 1
return mod2(n-2)

Méaérata, kas see funktsioon peatub (I16petab t60)
(a) iga taisarvulise sisendi korral;
(b) iga positiivse paarisarvulise sisendi korral,
(c) iga positiivse paaritu sisendi korral;

(d) iga naturaalarvulise sisendi korral.

3.13. Méérata, kas Python-funktsioon

def mod2(n):
if n == 0:
return 0
return mod2(n-2)
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peatub (I6petab t60)
(a) iga positiivse paarisarvulise sisendi korral;
(b) iga positiivse paaritu sisendi korral,;

(c) iga naturaalarvulise sisendi korral.

3.14. (v) Olgu antud jargmised Python-funktsioonid naturaalarvude paarsuse
tuvastamiseks:

def paaris(n):
if n ==
return True
return paaritu(n-1)

def paaritu(n):
if n == 0:
return False
return paaris(n-1)
Selgitada, milliste tdisarvude k > 0 korral leidub vaartus avaldisel
(a) paaris(k);
(b) paaritu(k).

Leida, milliste k vAartuste korral leidub neil avaldistel vAartus, kui funktsioonid
paaris ja paaritu oleksid defineeritud kui
def paaris(n):
if n == 0:
return True
return not paaritu(n-1)

def paaritu(n):
if n ==
return True
return not paaris(n-1)

3.15. Sonastada ,jaga ja valitse® tiiiipi algoritm jarjendist suurima ja vdhima
elemendi leidmiseks.

3.16. (s) Programmeerida funktsioon, mis véljastab antud naturaalarvu koik-
voimalikud lahutused
(a) liidetavate 1 ja 2 summadeks;
(b) liidetavate 2, 4 ja 6 summadeks.

Liidetavate jarjekorra poolest erinevad summad lugeda erinevateks. Néiteks juhul
(a) valjastataks (mingis jarjestuses) argumendile 3 vastavalt [1,1,1], [1,2], [2,1].



28 3. HARGNEMISTEGA ALGORITM. REKURSIOON

3.17. Pliiatseid tootva vabriku t66line kontrollib, kas igas tsehhist véljuvas kar-
bis on tépselt noutud arvul pliiatseid. Ta loendab pliiatseid rithmade kaupa, milles
on alati rohkem kui 1 pliiats. Nditeks 10 pliiatsiga karbi puhul saab ta kahekaupa
loendades vahesummad 2, 4, 6, 8, 10; aga ta voib votta ka nt riihmad suurusega 3,
3, 4, mispuhul saab ta vahesummad 3, 6, 10.

Programmeerida funktsioon sisendparameetriga n, mis véljastab koik voimalu-
sed, millised vahesummade jadad saavad tekkida pliiatsite loendamisel, kui karbis
on tdpselt n pliiatsit. Néditeks n = 10 korral véljastatakse teiste hulgas [2,4,6,8, 10|
ja [3,6,10], aga ka [10] (viimane vastab juhule, kui iiksainus riihm sisaldab k&ik
pliiatsid). Arvestada, et ka viimasesse riithma peab alati jaédma rohkem kui 1 pliiats.

3.18. (s) Programmeerida funktsioon, mis saab argumendiks kaks jirjendit ja
véljastab koik sellised jérjendid, mis sisaldavad parajasti molema antud jérjendi
koik elemendid, nii et kummagi jarjendi elementide omavaheline jarjestus pole
muutunud.

Naiteks sisendjarjendite [, kas"“, ,mina“] ja [,,0len”, ,siin“] korral val-
jastatakse

»kas mina olen siin®,
»kas olen mina siin“,
»kas olen siin mina“,
»0len kas mina siin®,
»,0len kas siin mina“,
,0len siin kas mina“.

3.19. Etteantud jarjendi koigi permutatsioonide leidmiseks on véimalik kasu-
tada meetodeid, mis vastavad klassikalistele jérjestamismeetoditele.

(a) Valikumeetod: valin suvalise elemendi, panen esimeseks, jirelejdav
osa on mingi suvaline permutatsioon iilejaidanud elementidest.

(b) Pistemeetod: eraldan esimese elemendi, valin suvalise permutatsiooni
iilejaanutest, lisan algselt eraldatud elemendi selle suvalisse kohta.

(c) Kiirmeetod: eraldan esimese elemendi, jagan iilejddnud suvaliselt kah-
te listi, permuteerin kummagi listi suvaliselt ning konkateneerin tule-
mused, pannes algselt eraldatud elemendi nende vahele.

(d) Péimemeetod: jagan elemendid voimalikult vordselt ja determineeri-
tud viisil kahte listi, permuteerin kummagi listi suvaliselt ning pdimin
tulemused (nii et kummagi listi elementide omavaheline jarjestus séi-
lib) suvaliselt tihte listi kokku.

Koostada iga jaoks seda realiseeriv rekursiivne funktsioon.
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Selle jaotise iilesannete vastustes ei tohi kasutada funktsioonivéliseid ehk globaal-
seid muutujaid. Tuleb véimalikult minimeerida kasutute rekursiivsete véljakutse-
te arv. Eelistatud on tildisemad lahendused, milles andmemaht antakse sisend-
parameetrina, seda ka juhul kui iilesandes on tegemist konstandiga (bittide, isiku-
te, toodete jmt arv).

4.1. Koostada programm, mis valjastab koik bitivektorid, mille pikkus on 7.

4.2. Programmeerida sisendparameetriga k > O funktsioon, mis véljastab kdik
pikkusega 30 bitivektorid, milles on parajasti k iihte.

4.3. Koostada programm, mis véljastab jarjendina etteantud hulga koik alam-
hulgad.

4.4. (s) Jukul on taskus rahamiindid vadringutega x1,Xo,...,Xn, igas vadringus
kaks miinti. Ulesandeks on vilja selgitada, kas Juku saab poes tasuda miintidega
oma taskust tdpselt summa s. Programmeerida vastav loogilist tii{ipi funktsioon.

4.5. (s) Jarjendisse on salvestatud 26 erineva toote hinnad. Programmeerida
funktsioon, mis sellise etteantud jarjendi puhul tagastab suurima toodete sellise
valiku koguhinna, mis ei {ileta 100 eurot ja kus igat toodet on voetud maksimaal-
selt 2 tiikki.

4.6. Jarjendisse on salvestatud 26 erineva ehitustooriista kaalud. Programmee-
rida funktsioon, mis sellise etteantud jarjendi korral

(a) kontrollib, kas sellest jarjendist mingi elementide valik, milles on mitte
rohkem kui 13 t6oriista, annab kogukaaluks tépselt 10 kg;

(b) leiab tooriistade komplekti, mille kaal {iletab 10 kg voimalikult véhe.
4.7. (s) Programmeerida funktsioon, mis etteantud inimeste masse (kg) sisal-

dava jarjendi korral véljastab ekraanile iiksikkaalude jarjendite néol koik sellised
inimeste valikud, mille kogumass jaab 16iku 950-1050kg.

4.8. (s) Programmeerida funktsioon, mis etteantud raamatute hindu sisaldava
jarjendi korral leiab koikide selliste raamatukomplektide arvu, mille koguhind jaab
16iku [50,100Q eurot.

4.9. (s) Sojavaerongi koosseisu komplekteerimisel kasutatakse nelja tiiiipi va-
guneid: A, B, Cja D. Ohutuse huvides kehtivad jargmised komplekteerimisnouded:
e C-osa ei voi vahetult jairgneda B-osale ega B-osa C-osale;
e D-osa ei voi vahetult jairgneda A-osale;

e jarjestikused iihte ja sama tiilipi osad pole lubatud.
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Programmeerida funktsioon, mis etteantud rongipikkuse (vagunite arvu) kor-
ral véljastab koik vdimalikud sellistele tingimustele vastavad jarjestatud rongi-
koosseisud, ja ka nende koguarvu.

4.10. Raudteefirma soovib koostada rongi, mis koosneks kolme tiiiipi vaguni-
test A, B, C vastavalt pikkustega 16, 18, 21 meetrit. Programmeerida funktsioon,
mis argumendiks saadud positiivse tdisarvu n jaoks tagastab variandid kdigist voi-
malikest rongikoosseisudest, mille pikkus on suurem kui 2n ja védiksem kui 3n,

(a) vagunite erinevate hulkadena;
(b) vagunite erinevate jarjenditena.
Naiteks n = 30 korral on vastusteks
(a) 3hulka: {16,18,21,21}, {16,18,18,21} ja {16,16,18,21};
(b) 36jarjendit: [16,18,21,21], [16,21,18,21], [16,21,21,18], [18,16,21,21],
[18,21,16,21], [18,21,21,16], [21,16,18 21], ... .

Arvestada, et vagunite kokkuhaakimisel jaédb nende vahele ithemeetrine vahe.

4.11. (s) Programmeerida funktsioon, mis tagastab arvu, mitmel erineval vii-
sil saab iiles minna n-astmelisest trepist, kui iga sammuga v&ib votta iihe, kaks
voi kolm astet, ja véljastab koikvoimalikud sellised teekonnad listidena sammu-
pikkustest.

4.12. Programmeerida funktsioon, mis etteantud tdisarvuliste elementide jér-
jendi korral tagastab koikvoimalike alamjirjendite summad sorteeritud unikaal-
sete (summa esineb tulemuses tépselt tiks kord) elementidega jarjendina.

4.13. (sv) Paevapiltnik soovib pildistada rivis seisvast n opilasest moodustatud
koikvoimalikke osarivisid (mingi arv jarjest kdrvutiseisvaid Opilasi). Néiteks Opi-
laste rivi [a1,ap,a3,a4] korral saab moodustada osarivisid [ay], [a1,ay], [a1,az,a3],
[a1, 82,83, &), [a2], [a2, @3], (a2, 83,4], [ag], [a3,a4] ja [a4].

Kirjutada programm, mis valjastab k&ik osarivid. Leida ka koostatud program-
mi ajalise keerukuse ©-hinnang.

4.14. Koostada programm, mis véljastab antud sdne k&ik permutatsioonid.
Loodud programmi katsetades teha kindlaks, millise pikkusega sone korral on see
iilesanne teostatav vahem kui iihe sekundiga.

4.15. (s) Koostada programm, mis leiab koik tiheksakohalised tdisruudud, mis
on saadud arvu 12345678%umbrite permuteerimisel. Uks selline arv on niiteks
743816529 arvu 27273taisruut.

4.16. Koostada programm, mis etteantud sonade hulga korral véljastab ekraa-
nile koik selle sonade hulga sonapikkuste jargi mittekahanevalt sorteeritud jérjes-
tused.
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4.17. Koostada programm, mis leiab voimalikult paljude ratsude paigutuse
n x n malelauale nii, et iikski ratsu ei oleks iihegi teise ratsu tules. Soovituslik
lisaiilesanne lisatingimusega: pooled (41, kui paigutatud ratsusid on paaritu arv)
ratsudest peavad asuma valgetel ruutudel, tilejidnud mustadel ruutudel.

4.18. (s) n-liikkmelisest treeningriihmast (n = 10+ 2) tuleb eelolevaks vdist-
luseks vélja valida neljase bobi meeskond. Treeningriihma iga liikme kohta on
antud nimi, kaal ja naturaalarvuline reiting (mis niitab treenituse taset). Koosta-
da programm, mis leiab sellise bobimeeskonna, mille kogukaal ei iileta 325kg ja
mille liikmete reitingute summa on voimalikult suur.

4.19. 19 asutust moodustab asutuste juhtidest koosnevat viielitkmelist streigi-
komiteed. Iga liikmekandidaadi kohta on antud nimi, sugu ja vanus. Koostada
programm, mis leiab sellise komitee, milles vihemalt kolm liikmetest on naissoost
(soolise vordodiguslikkuse ja vordse kohtlemise voliniku ndue!) ja komitee keskmi-
ne vanus on voimalikult viike.

4.20. Eesti ,arimees” tuleb USA-st ja tahab endaga kaasa tuua voimalikult suurt
kasumit andva komplekti tollimaksuvabu (elektroonika)kaupu. Tema pagasi kaal
ei tohi iiletada 10 kg ja mitte iihtegi kaubaartiklit ei tohi olla rohkem kui iiks.
Antud on kaupade loetelu, igaiihe hind USA turul, hind Eestis (kdibemaksuga)
ja kaal. Koostada programm, mis etteantud hindade ja kaaludega kaupade jaoks
leiab suurimat vaheltkasu andva pagasi.

4.21. Antud on tootajate nimekiri, nditeks 1.Mari 2.Jiri 3.Ants 4.Rein
5.Kaia 6.Jaan ja siimmeetriline sobivusmaatriks (sj), mille element §; nditab
tootajate i ja j vastastikuse sobivuse taset reaalarvuna 16igul [0; 1].

Koostada programm, mis leiab véimalikult suure rithma to6tajaid, mille korral
vastastikuste sobivuste keskmine on suurem kui 0.5.

4.22. (s) Programmeerida mitterekursiivne funktsioon jargmise {ilesande la-
hendamiseks.

Antud: jérjend a (listina) ning naturaalarv k.

Tulemus: jarjendi a elementide kombinatsioonid k kaupa (listidena).

4.23. Programmeerida funktsioon jérgmise {ilesande lahendamiseks.

Antud: taisarvud njak, 1 <k <n.

Tulemus: jéarjendi O, 1, ..., n-1 elementide kombinatsioonid k kaupa (listide
listina).

4.24. Programmeerida
(a) rekursiivne generaator-funktsioon;

(b) mitterekursiivne generaator-funktsioon

jargmise {ilesande lahendamiseks.
Antud: hulk a (listina).
Tulemus: poordumisel antakse vélja a jarjekordne alamhulk (listina).
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4.25. Traat pikkusega p loigatakse tiikkideks. Tiikkide lubatud pikkused on
ai,...,an. Koostada programm, mis véljastab ekraanile traadi tiikelduse k&ik voi-
malikud variandid, mille puhul {ilejddk on vdiksem kui vdhim lubatud pikkus. Iga
variandi jaoks viljastada traadi iilejddk ning pikkusega a(i = ...n) traaditiikkide
arvud §.

4.26. Koostada programm seljakotiiilesande ([1], 1k 16) lahendamiseks, milles
(a) vaadatakse labi kéikvoimalikud esemete komplektid (nn joumeetod);

(b) ,ilekaaluliste“ esemekomplektide ldbivaatamine on tokestatud.

4.27. Ristkiilik 16igatakse ristkiilikukujulisteks tiikkideks jargmiselt: esiteks
l6igatakse see {ihesuurusteks alusesuunalisteks ribadeks, seejirel tiikeldatakse
korgusesuunaliselt iga riba erineva suurusega tiikkideks. Sonastada algoritm voi-
malike tiikelduste leidmiseks, kui on antud ristkiiliku aluse pikkus a, ribade arv m
ja tiikkide segatud jérjend J, milles elemendiks on tiiki aluse pikkus. Loikejoone
laius lugeda nulliks.

Naide:

kuia=24m=4,3=17,8,3,8,9,7,2,2,8,6,4,8,3,9,4,1,3 4],

siis ribade véimalikud tiikeldused on

{7,8,9},{3,4,8,9},{2,3,4,7,8},{1,2,3,4,6,8}

ja

{3,6,7,8},{3,4,8,9},{2,3,4,7,8},{1,2,4,8,9}.

4.28. (s) Sonastada algoritm jargmise pakkimisprobleemi lahendamiseks. An-
tud on rida pealt lahtisi risttahukakujulisi kaste. Kasti suurus on maaratud kolme
parameetriga, milleks on alumise tahu lahiskiilgede pikkused ja kasti korgus. Kasti
tahu paksus on koikidel kastidel sama. Antud kastidest tuleb koostada véimalikult
lithike objektide jarjend, milles

(a) objektiks on kas iiks tiihi kast, v6i kast, milles on {iks teine (tiihi) kast;

(b) objektiks on kas tiks tiihi kast, voi kast, milles on iiks teine (tiihi) kast,
voi kast, milles on iiks teine kast ja viimases veel kolmas (tiihi) kast.

Kast mahutatakse teise nii, et selle lahtine tahk on ikka pealpool; mahutatud
kasti iilaserv ei tohi olla mahutava kasti tilaservast korgemal.



5. Magasin ja jarjekord

Kiesolevas jaotises eeldatakse, et magasiniga ja jirjekorraga manipuleerimisel
puudub otseligipdds nende kirjetele. Lubatud on vaid andmestruktuuri definit-
siooni jirgivad lisamise ja eemaldamise operatsioonid ning iile- ja alatditumise
kontrollid.

5.1. Koostada programm, mis magasinioperatsioone kasutades teeb kindlaks,
kas sisendiks antud sone on palindroom.

5.2. Sooritada avaldise
(@) ((2%7)+5)*(5-6)
(b) 2+((((4+6)+8)-(7%5))-3)

viimine pooratud poola kujule. Ndidata joonisel t06 algseis ja seis iga stimboli
tootlemise jéarel. Seisus kujutada tehtemagasini olek, valmis tulemuse osa ja toot-
lemata soneosa.

5.3. Sooritada pooratud poola kujul avaldise (kus operandideks on kiimnend-
numbrid)

(a) 27%5+56-+*

(b) 27+#5+56-=*

(c) 5398+#72+-*+

(d) 12+34+*%5678+++-
(e) 92-7+%34++108+-+

vadrtuse arvutamine magasini kasutades. Ndidata joonisel t66 seis iga stimboli
tootlemise jérel. Seisuks lugeda magasini olek ja avaldise veel tootlemata osa.

5.4. Sooritada avaldise
(a) 5%2+7+3%1
(b) 5+9%3+%6-2+%4
(c) (2%7+5)*(5-6)
(d) 2+((4+6)*8-7%5-3)
vadrtuse arvutamine magasini kasutades. Ndidata joonisel t66 algseis, seis iga

siimboli tootlemise jérel ning 16ppvastus. Seisuks lugeda magasini olek ja aval-
dise veel tootlemata osa.

5.5. (v) Olgu pooratud poola kujul avaldises n arvu ja mtehtemaérki. Leida selle
avaldise
(a) vaartuse leidmisel tehtavate elementaaroperatsioonide koguarv;
(b) véairtuse leidmise algoritmi ajalise keerukuse hinnang O(f(n,m)).

Elementaaroperatsioonideks votta aritmeetilised tehted ja magasinioperatsioonid.
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5.6. Programmeerida funktsioon, mis (magasine kasutades) teisendab sone-
na etteantud infikskujul aritmeetilise avaldise vastavaks postfikskujul avaldiseks.
Voib eeldada, et avaldises esinevad ainult binaarsed tehted ning infikskuju ja koik
tehete operandid peale arvude ning muutujate on sulgudesse vdetud. Néiteks:
(a+(b72)).

5.7. Olgu meil 36-lehelist kaardipakki kujutav sonede jarjend:

"ruutu 6", "ruutu 7", ..., "ruutu dss",
"drtu 6", "artu 7", ..., "artu &ss",
"pada 6", "pada 7", ..., "pada &ss",
"risti 6", "risti 7", ..., "risti dss".

e Koostada programm, mis kasutab jarjekordi ja/v6i magasine paki
iimberkorraldamiseks nii, et tulemus oleks jairgmine:

"ruutu 6", "drtu 6", "pada 6", "risti 6",
"ruutu 7", "drtu 7", "pada 7", "risti 7",
"ruutu dss", "drtu dss", "pada dss", "risti dss".

e Lisada funktsioon sama operatsiooni antud arv kordi sooritamiseks.

e Rakendades eelmist funktsiooni, segada kaardipakki juhuslik arv kor-
di. Véljastada tulemus.

e Leida segamiste arv, mille tulemusena saadakse esialgne kaartide jér-
jestus.

5.8. (s) Koostada programm, mis jarjekorda kasutades 1abib failisiisteemi, ala-
tes etteantud kataloogist, ja véljastab ekraanile koik alamkataloogide ning failide
nimed siigavusele vastava taandega. Noutav on, et algul véljastab programm ka-
taloogid ja failid, mis on ,siigavusel” 1, siis sellised, mis on ,siigavusel” 2, jne.

5.9. (sv) Koostada mitterekursiivne programm, mis magasini- ja/voi jarjekorra-
operatsioone kasutades leiab n lipu erinevate paigutuste arvu n x n malelauale nii,
et likski lipp ei oleks iihegi teise lipu tules.

5.10. (s) Juveelipoe omanik korraldab aegajalt reklaamiiirituse, kus iihele kii-
lastajale loositakse tasuta voimalus omandada {iks ehe vaateaknal olevast ehete-
reast. Selline premeerimine toimub vahetult enne poe sulgemist, mil ehted vaa-
teaknalt &dra viiakse. Loosiga vilja valitud isik peab iitlema iihe arvu k (0 < k <
ehete arv reas). Seejarel hakatakse ehteid aknalt eemaldama: vasakult paremale
lilkudes eemaldatakse iga k-s ese, rea 16ppu joudes jatkub loendamine rea algu-
sest. Isik saab omale ehte, mis viimasena jadb vaateaknale. Selleks et loosionne
naeratamise puhuks olla valmis iitlema sellist arvu k, et saada kodige hinnalisem
ehe, tuleb koostada (ja oma nutitelefoni laadida) programm, mis, saades ehete
hindade jarjendi, véljastab soovitud k.
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5.11. Koostada programm jérgmise iilesande lahendamiseks.

Antud: infiks-kujul aritmeetiline avaldis (sdbnena), néiteks

(((a+b)x(c—dxk)+2.5)/(pix(1—e€)))

Tehete jarjekorra madramiseks kasutatakse timarsulge ja ka kogu avaldis on
voetud sulgudesse.

Tulemus: véljastatakse arvutuseeskiri, mis nditab millises jérjekorras tuleb
(voiks) arvutada selles esinevate suluavaldiste (st sulgudega timbritsetud) aval-
diste vaartused; niiteks iilaltoodud avaldise korral viljastatakse eeskiri

Arvutada:

S1 := a+b

S2 := c-dxk

S3 := S1%S2+2.5
S4 := 1-e

S5 := pixS4

S6 := S3/S5

Programm peab kasutama magasini.
Lisand: ndha ette kasutaja teavitamine (siintaksi veast) sulgude ebakorrektse
paiknemise puhul sisendina antud avaldises.

5.12. (s) Jargmises tabelis on antud linnadevahelised kaugused:

5 L
(4v]
s 9 g o s
Xl ) © 3 ) =]
= 5§ £ 5 £ 2 £ E 8 5 ¢
5o 2 z & £ & & g 5§ B
Elva 0 267 308 211 156 152 216 27 60 70 75
Haapsalu |267 0 155 314 111 203 101 258 254 199 310

Kuressaare | 308 155 0 429 152 313 216 330 295 249 351
Narva 211 314 429 0 299 116 212 184 271 265 252
Parnu 156 111 152 299 0 183 129 178 143 97 199
Rakvere 152 203 315 116 183 0 99 126 212 151 193
Tallinn 216 101 216 212 129 99 0 189 252 161 257

Tartu 27 258 330 184 178 126 189 0 87 73 68
Valga 60 254 295 271 143 212 252 87 0 91 71
Viljandi 70 199 249 265 97 151 161 73 91 0 128
Voru 75 310 351 252 199 193 257 68 71 128 0

Meil on 6konoomsusauto, millega saab iihe tankimisega sdita x kilomeetrit. OI-
gu nii, et sellele sdidukile sobivad tanklad asuvad vaid tabelis loetletud linnades.
Koostada programm,

(a) mis etteantud piirangu X korral viljastab ekraanile tabeli M, mille ele-
ment M;j véljendab vahimat tankimiskordade arvu, millega saab s6ita
linnast i linna j;

(b) mis leiab piirangu x vdhim véartus, mille korral saaks litkuda iga kahe
linna vahel.
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5.13. (s) Olgu magasinide paari M; ja M korral lubatud operatsioonid
e votta element magasinist M ja panna see magasini My;
e eemaldada element magasinist M.

Programmeerida funktsioon, mis kahe sisendjérjendi a ja b korral kontrollib, kas
iilaltoodud operatsioonide mingis jarjestuses sooritamise teel on véimalik saavu-
tada magasini M» seisuks jédrjend b, kui algselt on magasin M5 tiihi ja magasini M;
seisuks on jarjend a.

5.14. Lahendada iilesanne 5.13, kui magasinide paari asemel on jirjekordade
paar.



6. Otsimisalgoritmid jarjenditel

Otsingumeetoditest késitletakse kursusel jérjestik- ja kahendotsingut ning topelt-
kahendotsingut. Kahendotsingut kasutatakse vaid andmestruktuuridel, millel on
realiseeritud elementidele otseligipads labi indeksite. Ka eeldatakse, et reeglina
ei ole topeltkahendotsingul teada otsinguakna suurus ega elementide vaartus-
vahemik.

6.1. (v) Miks on kahendotsimisel soovitav otsinguala jaotada kaheks voimali-
kult keskelt?

6.2. (s) Milline on n-elemendilisel jarjestatud kirjetega massiivil teostatava ka-
hendotsingu parima juhu ja halvima juhu ajaline keerukus?

6.3. (v) Millist meetodit sobib kasutada etteantud votmega kirje otsimiseks
jarjestatud lihtahelast?

6.4. Millist algoritmi on sobiv kasutada kindla votmega kirje otsimiseks kahe-
mootmelisest maatriksist, mille iga rida ja veerg kujutab endast kasvavat jarjendit?

6.5. (s) Olgu antud massiiv

[ 11]13/16[20/2529]32/3435/37]40/4449/5356/5859/6 1/6 468 |

Naidata ajalises jarjestuses koik vordlused, mis sooritatakse sellest massiivist
arvu otsimise kdigus kahendotsinguga, péripidi topeltkahendotsinguga ja tagur-
pidi topeltkahendotsinguga, kui otsitavaks on

(a) arv 51
(b) arv 35.

6.6. (v) Olgu antud kahem66tmeline massiiv

10/11]13/16]20/25[31/38/46/55/65/76]88)91)9293/9495/96/97
04/05/08)10/12|15/16/20]2412527|30,32/35/40/45/50/55/60/64
02/04/07|09/11|14|15/18/21]24] 2629 31|34|37|40/42/45/47/50
01]030507/09|11/13(15/17/19/21 23 2527|29/31/3335/3739

(a) Niidata koik kohad massiivis, kus toimub sadulameetodil arvu 41 otsi-
mise kdigus otsingu suuna muutus. Teha seda otsingu koigi voimalike
alguspunktide jaoks.

(b) Naidata ajalises jarjestuses koik sooritatavad vordlused, mis soorita-
takse sellest massiivist arvu 41 otsimise kdigus sadulameetodil, kui pi-
kema kiilje sihis kasutatakse topeltkahendotsingut. Teha seda otsingu
koigi voimalike alguspunktide jaoks.
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6.7. Olgu antud kahemo6dtmeline massiiv

01]02/04]05/08]10{1213(14/15/16]17/1820]21|24]25/26/27]28
02/04]06/08/12|16/202432140,48/5660/64|68|72/80/88/92/96
09/10]1215/19]24/30/37|45/546473,81/88/94|95/96/97/98/99

(a) Naidata koik kohad massiivis, kus toimub sadulameetodil arvu 21 otsi-
mise kdigus otsingu suuna muutus. Teha seda otsingu koigi voimalike
alguspunktide jaoks.

(b) Naidata ajalises jarjestuses koik sooritatavad vordlused, mis soorita-
takse sellest massiivist arvu 21 otsimise kdigus sadulameetodil, kui pi-
kema kiilje sihis kasutatakse topeltkahendotsingut. Teha seda otsingu
koigi voimalike alguspunktide jaoks.

6.8. (s) Olgu antud kahemd&otmelised massiivid

23]2530(32/33]43/4752/55/56(6065/69/70/71]7478/84/90/93
20/21/2224128]31/33/35/40145/50]55/60/65/68|72/ 7577/ 78/80
15/16/1719/21|26[28/30/32/34136/38/42/46/50/58/6 2667074
12|13/14/15/18/24]2527/28/30/32/33/34/35/36/48/49[5060 72

13|15/16(19]28/3032/34/35/3646/47|48/50/52/57]58/65/66/67
14|16/17|18)21|25/26/29/31/32145/48/50/51/57|58/59/60/63/68
11|14/18/2022|23[27/28/30/33/36/38/39/40/46/60/6 2646569
12|13/14/15/23/24|2527/28/30/32/33/34)35/40/48/49/5060 72

13]12]20]16]23]24]25/26/27]28/30/32|35/36/37]38[39/42/45/46
16|14|22/24)25/26(2827/303413235/36/37/38/3940/44/46/50
17|16/27|2527|28/3028/32/36/3436/37|38/39|40/41/45/4 7|54
20/18/2829/28/303231/3413736/39/38/39/40|44|4246/48/56

13]20/22/24]28/30[32/34/35/36/46/47|48/55/57]58/6 1657176
12|16/17|18)21|2527[29/31/33/38/43/45/50/52/53/56/60/62/63
11|14/15(16]20]23[26/28/30/32/34136/38/40/44]50/52/54/56/59
10/11]12/13/18/20[21]22/23/25/27]28/29/30/35/3840/45/50/58

Teha kindlaks, millistes neist on voimalik rakendada arvu otsimiseks sadula-
meetodit. Seejérel sooritada vastava(te)st massiivi(de)st arvu 61 otsimine sadula-
meetodi sellise variandiga, mis {ildjuhul on efektiivseim, koigi voimalike algus-
punktide jaoks. Ndidata ajalises jarjestuses koik t66 kaigus tehtavad vordlused.

6.9. Olgu antud kaks kahemd&6tmelist massiivi

83/75/7067/63]62/6157/55/51/50,45/39/35/31]2928/24]20/18
85(81|77|74/7371/68/65/60/56/55/54/50/45/43 42/35/32/2825
90/86/80/79/76(74/7370/67|64]63/58/57/56/50,48/36/35/30,29
92/88/84/80/78/77|75(74/73/70/67/63/59/58/56/53/49/45/4032
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23]25(26]34]38]40/42/45/50/5156/57/58/60/6 7|68 78/80,86/87
14]26(2733)36|38|41]44/46/47/50/54)54/55/62]6 374/ 757883
21]2428/30/32/33/37/38/40143/46/48/49/50/56|60/ 72747579
18]19/24]25/28/29]3032/34/36/3840,42/45/49/52/54]56/60/ 72

Kummas neist on véimalik rakendada arvu otsimiseks sadulameetodit? Soo-
ritada sellest massiivist arvu 48 otsimine sadulameetodi variandiga, mis iildjuhul
on efektiivseim, koigi voimalike alguspunktide jaoks. Néidata vordlemise ajalises
jarjestuses koik massiivi elemendid, mida t66 kaigus otsitavaga vorreldakse.

6.10. Olgu antud naturaalarvuliste argumentide ja reaalarvuliste vaartustega
kahemuutuja funktsioon f. On teada, et f on mdlema argumendi jargi monotoon-
ne, st kui x; < xp jay; <yo, siis f(x1,y1) < f(Xo,y2). Veel on teada, et iga reaalarvu
v korral leiduvad argumendid i ja j, mille korral f(i, j) > v. Sdnastada voimalikult
efektiivne algoritm, mis suvalise etteantud arvu v jaoks teeb kindlaks, kas leiduvad
argumendid i ja j, mille korral f(i,j) =v.

6.11. (s) Poiss kohtub uusaastagol tiidrukuga vooralt planeedilt, kelle vanus
voib olla kuitahes suur. Ta soovib teada saada tiidruku vanust, aga tlidruk ei ta-
ha seda 6elda. Siiski on tiidruk nous digesti vastama, kui poiss pakub vilja mingi
aastaarvu ja siindmuse ning kiisib, kas see stindmus leidis aset selle numbriga aas-
tast hiljem. Sonastada algoritm, mille abil poiss saab voimalikult kiiresti tiidruku
vanuse (aasta tédpsusega) teada.

6.12. (v) Lahkudes voorriigist, tahab kodanik X kogu enda omanduses oleva
selle riigi valuuta lennujaama kioskis dra kulutada. Sonastada véimalikult efektiiv-
ne algoritm, mis teeb kindlaks, kas kodanikul X peaks see 6nnestuma, kui kioskis
on sel pdeval miiiigil ainult

(@) 2
(b) 3

artiklit kaupa.

6.13. On teada, et massiivi elemendid asetsevad kuni teatud kohani kahane-
valt ja sealt edasi kasvavalt. Sonastada voimalikult efektiivne algoritm, mis leiab
massiivi vdikseima elemendi indeksi. Leida selle algoritmi halvima juhu ajalise
keerukuse ©-hinnang. Voib eeldada, et massiivi elemendid on paarikaupa erine-
vad.

6.14. Juku sai topeltkahendotsingu ideest valesti aru ja programmeeris selle
nii, et topeldamise etapil leitud vahemikus rakendatakse rekursiivselt sedasama
(Juku) topeltkahendotsingut (tavalise kahendotsingu asemel). Kas Juku algoritm
on ildjuhul kiirem voi aeglasem kui dige topeltkahendotsing voi pole vahet?



7. Jarjendi iimberkorraldamine

Kiesolevas jaotises kasutatavate andmestruktuuridega opereerimisel peab ldhtu-
ma andmestruktuuri abstraktsest definitsioonist ja eeldama, et andmetega mani-
puleerimiseks ei ole lisaoperatsioone.

Massiivioperatsioonide realiseerimisel eeldame, et massiiv on staatiline and-
mestruktuur ja sinna ei saa ,vahele kirjutada“. Ahela puhul saab ,vahele kirju-
tada“, kuid puudub otseligipads (ajaga O(1)) suvalisele selle elemendile, v.a esi-
mesele ja mones realisatsioonis ka viimasele (topeltahela korral). Ligipdas ahela
komponentidele realiseerub ajaga O(1) vaid eelneva vdi jargneva kaudu.

I Lahkme jargi iimbertostmine

7.1. (v) Olgu antud massiivid

[ 20[21]12]15/25[31]29[11]23/14/13/30/3519]2426/2827/3223 |

[30[22]11[35/19[3623121/20127]28[29]2512/1736/18/32/31/37 |

Sooritada molema massiivi elementide jaotamine nii, et arvust 22 viiksemad olek-
sid massiivi alguses ja lilejidnud nende jérel. Ndidata seis pérast iga vahetust.

7.2. (s) Sooritada massiivi

[ 56/48/16]17/62]64/65[30/ 19118 601496350/ 75[24|27]41]47]69/34/59 20 |

elementide imberpaigutamine (efektiivseima algoritmi kohaselt) nii, et 5 vahi-
mat oleksid massiivi alguses ja iilejadnud nende jarel. Ndidata joonisel seis koos
asjakohaste piiridega pérast iga jaotamist.

7.3. (s) Sooritada massiivi

[ 26/24/36/23[3132]15[20/29[28/30/17]3725/3512/27]21]13/39[14[38 10 |

elementide iimberpaigutamine (efektiivseima algoritmi kohaselt) nii, et 7 suuri-
mat oleksid massiivi 16pus ja iilejddnud nende ees. Nédidata joonisel seis koos asja-
kohaste piiridega pérast iga jaotamist.

7.4. (v) Olgu antud massiivid

| 3045/36/62/61]23/55/35/2940[78]80[77/75/50 |

[ 70/80/65/15/26/37/5014933/ 182878166/ 2527 |

Sooritada vdhima elemendi paigutamine massiivi algusse, kasutades tagurpidi
mullina litkumist. Ndidata t60 seis parast iga vasakule liikuva elemendi peatumist.
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7.5. (v) Olgu antud massiivid

[ 24[3228]19/37/15/3013523/16/31[22/20[17/37]27/11]18 |

| 1225/31]28/10] 1]11]13) 5 7| 8]20] 4/18]22/23]24]15/30] 2 |

[ 5[2926/1819/20[11/26[28] 9] 1] 6[14[31|23/1512/21]16] 7 |

Sooritada iga massiivi puhul elementide jaotamine nii, et 6 vdiksemat oleksid mas-
siivi alguses ja iilejidnud nende jéarel. Naidata massiivi seis koos toovalja piiridega
parast iga kaheksjaotamist.

7.6. (v) Vaatleme algoritmi, kus n-elemendilisest massiivist k vdhima elemendi
massiivi algusesse iimberpaigutamiseks kasutatakse alamprotseduurina korduvalt
lahkme jargi jaotamist. Milline sisend on selle algoritmi jaoks halvim juht? Leida
selle juhu ajalise keerukuse ®-hinnang.

7.7. Millised juhud on keerukuselt halvimad ,,jaga ja valitse® tiilipi algoritmile
kindla arvu védiksemate elementide viimiseks massiivi algusse?

7.8. Sonastada vdimalikult madala halvima juhu keerukusega algoritm, mis
etteantud n-elemendilisest arvujarjendist leiab 32 vdikseimat elementi (kui n < 32,
siis niipalju kui on). Anda ka halvima juhu ajalise keerukuse ©-hinnang.

7.9. Sénastada voimalikult vaikese aja- ja lisamélutarbega algoritm, mis saab
sisendiks n-elemendilise massiivi a ning naturaalarvu i (0 < i < n) ja paigutab ele-
mendid {imber selliselt, et esimesed i elementi oleksid 16pus (jarjestust muutmata)
ning viimased n—i elementi oleksid alguses (samuti jarjestust muutmata). Esitada
ajalise keerukuse ja lisamalukasutuse @-hinnangud.

II Sorteerimismeetodi realiseerimine

7.10. Juku programmeeris lihtahela jarjestamiseks rekursiivse funktsiooni, mis
tiihja ahela jatab muutmata, mittetiihja ahela puhul aga jarjestab koigepealt sa-
ma funktsiooniga ahela saba (st ahela osa, mis jargneb esimesele elemendile) ja
seejérel ,pistab“ ahela esimese elemendi ahela sabas digele positsioonile.

Sooritada selle funktsiooni tegevus ahelal elementidega 54, 39, 33, 19, 30, 28,
61 Naidata joonisel ahela seis parast iga ,,pistet.

7.11. Juku programmeeris lihtahela jirjestamiseks meetodi, mis tootab jarg-
misel pohiméttel. Tiihi ja (iheelemendiline ahel jaetakse puutumata, pikema ahela
puhul tuuakse koigepealt vahim element mullina ahela algusse ja seejarel jérjes-
tatakse {ilejddnud kirjed rekursiivselt samal meetodil. Mullina ettetoomiseks (re-
kursiivselt) ei tehta itheelemendilises ahelas midagi, pikema ahela puhul tuuakse
koigepealt ahela sabas (st ahela osas, mis jirgneb esimesele elemendile) vdahim
element mullina ette ning kui seejirel on ahela teine element esimesest vdiksem,
siis vahetatakse esimesed kaks elementi omavahel.
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Sooritada selle funktsiooni tegevus ahelal, milles on jarjest elemendid 73, 65,
41, 55, 28, 56, 30. Naidata joonisel ahela seis parast iga ,,mullina ettetoomist®.

7.12. Programmeerida sorteerimisfunktsioon, mis pdhineb magasinidesse jao-
tamisel.

I osa: paigutada jarjendi elemendid magasinidesse, igas mittekasvavalt, nditeks

[7,4,5,3,1,2,8,6,4] — [7, 4, 3, 11, [5, 21, [8, 6, 4]

(poolpaksult on tdhistatud magasini ava).

II osa: korjata magasinidest tulemusjarjend.

7.13. Programmeerida sorteerimisfunktsioon, mis pohineb jarjekordadesse jao-
tamisel.

I osa: paigutada jéarjendi elemendid jirjekordadesse, igas mittekahanevalt
(suunas esimene->viimane), niiteks

[1,-7,4,5,8,3,6,-2,3,4] — [1,4,5, 8], [-7, 3, 6], [-2, 3, 4]

(poolpaksult on téhistatud jérjekorra avad).

II osa: korjata jarjekordadest tulemusjarjend.

7.14. (s) Programmeerida sorteerimisfunktsioon (nn listimeetod), mis pohi-
neb listidesse jaotamisel. Antud juhul on tegemist listidega, kuhu saab lisada nii
algusesse kui ka 16ppu, eemaldada aga saab ainult algusest.

(a) ListimeetodiI osa: paigutada jarjendi elemendid listidesse, igas mitte-
kahanevalt (suunas esimene->viimane), niiteks

[1: '7’ 4’ 5: 8: 3: 6’ '2’ 3: 4] — ['7: 1’ 4’ 5’ 8]’ ['2’ 3: 6]’ [3: 4]
(poolpaksult on tahistatud listi avad).

Listimeetodi II osa: korjata listidest tulemusjarjend.
(b) Millist tiitipi jarjend on listimeetodi jaoks soodne ja milline mitte?

(c) Koostada programm, milles on funktsioonina realiseeritud sorteeri-
mise listimeetod ja mis valjastab kolm selle meetodi to6aegade graafi-
kut: juhujarjendite korral, soodsat tiiiipi jarjendite korral ja ebasoodsat
tllipi jarjendite korral.

(d) Koostada programm, milles on funktsioonina realiseeritud sorteeri-
mise listimeetod selliselt, et ei oleks voimalik ette anda (konstruee-
rida) ebasoodsat tiilipi jarjendit.

7.15. Kahemod6tmelist massiivi saab jarjestada kahel viisil.

(a) Kasitledes tabelit kui iiht pikka ithemoo6tmelist massiivi, milles elemen-
did ridade kaupa rivis, sorteeritakse see mingit massiivi jarjestamise
meetodit rakendades.

(b) Jérjestatakse elemendid igas tabeli reas ja seejdrel jarjestatakse ele-
mendid igas tabeli veerus eraldi, rakendades iga kord mingit iihte ja
sama massiivi jarjestamise meetodit.
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(Tulemused ei ole tingimata {ihesugused, kuid molemal juhul on tulemuses iga
rida ja iga veerg omaette jarjestatud.)

Kumb nendest kahest moodusest on efektiivsem, kui massiivi jarjestamiseks
kasutatava meetodi ajaline keerukus massiivi pikkuse n suhtes on

() O(n?);
(b) ©(nlogn)?

III Klassikalised meetodid

7.16. Kirjutada mulli-, valiku- ja pistemeetodi rekursiivsed algoritmid.

7.17. On programmeeritud funktsioon piste(a k,m) jirgmise iilesande lahen-
damiseks:

Antud: massiiv a1, ay,...,a, ning indeksid kjam (L <k<m<n).

Tulemus: element ay pistetud kohale k massiivis a.

(a) Kirjutada kahendpistemeetodi rekursiivne algoritm, mis kasutab alam-
algoritmi pisteja milles pistekoha otsimine toimub vastava funktsiooni
abil.

(b) Kirjutada vastav pistekoha otsimise mitterekursiivne algoritm.
(c) Kirjutada vastav pistekoha otsimise rekursiivne algoritm.
7.18. Sooritada ahela jéarjestamine nii valikumeetodil kui ka pistemeetodil, kui
ahel on elementidega
(a) 75, 10, 45, 95, 50, 15, 60;
(b) 62,63, 67, 68, 65, 60, 59, 77, 69, 70;
(c) 80, 88,92 97, 90, 96, 81, 85, 95, 99.

Naidata joonisel t60 seis parast iga ,,valikut®/, pistet®.

7.19. Sooritada ahela jérjestamine kiirmeetodil, kui ahel on elementidega
(a) 50, 10, 21, 36, 32, 20, 85, 78, 45, 80, 26, 31;
(b) 40,83, 13, 20, 35, 25, 90, 18, 55, 65, 22, 38, 80, 82, 26, 36, 51, 78, 87, 30;
(c) 54,16, 60, 15, 88, 84, 19, 75, 28, 43, 30, 91, 80, 69, 81, 92, 22, 46, 27, 67.
7.20. Sooritada ahela jarjestamine nii klassikalisel kui ka optimeeritud poime-
meetodil, kui ahel on elementidega
(a) 50, 10, 21, 36, 32, 20, 85, 78, 45, 80, 26, 31;
(b) 40, 83, 13, 20, 35, 25, 90, 18, 55, 65, 22, 38, 80, 82, 26, 36, 51, 78, 87, 30;
(c) 54,16, 60, 15, 88, 84, 19, 75, 28, 43, 30, 91, 80, 69, 81, 92, 22, 46, 27, 67.
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7.21. Olgu antud massiivid

| 75/10/45/95/5015/60 |

| 62/63/67/68/65/60/5977/6970 |

| 80/88/92/97/90/96/81/85/95/99 |

Sooritada iga massiivi jarjestamine

(a) mullimeetodil;
(b) vahetustega valikumeetodil,
(c) pistemeetodil.

Naidata joonisel t60 seis pérast valimise tsiikli sisu iga taitmist.

7.22. Sooritada massiivi

| 24/28/44/35/4027)3146/29/52/20/30 |

jéarjestamine kiirmeetodil.

7.23. Olgu antud massiivid

| 50[10/21/36/32/20/85/78/45/80/26/31 |

[ 40/8313/20/35/25/90/18/55/65/22,3880/82,26/36/51/ 788730 |

[ 54/16/60/15/88/8419[75/28/43/30/91]80/698192/22/4627|67 |

(a) Sooritada iga massiivi jarjestamine kiirmeetodil.
(b) Sooritada iga massiivi jirjestamine klassikalisel ja alt-liles pdime-
meetodil.
7.24. Millised jargmistest sorteerimismeetoditest

e kiirmeetod (kolmeharuline variant);
valikumeetod;

mullimeetod,;

ithildus- ehk péimemeetod;

pistemeetod

on

(a) parima juhu ajalise keerukusega O(n);

(b) parima juhu ajalise keerukusega ©(nlogn);
(c) parima juhu ajalise keerukusega O(n?);

(d) halvima juhu ajalise keerukusega ©(nlogn);
(e) halvima juhu ajalise keerukusega O(n?)?
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7.25. Koostada programm, milles on realiseeritud {ilesandes 7.24 loetletud sor-
teerimismeetodid ja iga meetodi rakendamisel konkreetsele massiivile valjastatak-
se sorteerimise kdigus tehtud massiivi elementide (vdartuste) omavaheliste vord-
lemiste arv. Leida selle programmi abil meetodites tehtavate vordlemiste arvud,
kui sorteeritavateks massiivideks on juhujarjendid pikkusega

(@ 5;
(b) 12;
(o) 24;

7.26. (v) Vaatleme sorteerimise iihildus- ehk p6imemeetodit:

def podimi(esim, teine):

uus = []
i=0
j=20

while len(uus) < len(esim)+len(teine): #ebaefektiivne
if j>=len(teine) or i<len(esim) and esim[i]<=teine[j]:
uus.append(esim[i])

i+=1

else:
uus.append(teine[j])
j+=1

return uus

def pdimesort(jadrjend):
if len(jdrjend) <= 1:
return jarjend
keskmine = len(jarjend) // 2
esimene = poimesort(jarjend[:keskmine])
teine = pdimesort(jarjend[keskmine:])
uus = pdimi(esimene, teine)
return uus

Leida Python-funktsiooni péimesort véljakutsete arv 5l-elemendilise sisend-
jarjendi puhul.

7.27. (v) Vaatleme sorteerimise kiirmeetodi modifikatsiooni, milles lahkmeks
voetakse jarjendi esimene element:

def kiirsort(jdrjend):
if len(jdrjend) <= 1:
return jarjend
# luua uus jdrjend, kus on jdrjendi esimene element:
vordne = [jarjend[0]]
vaiksem = []
suurem = []
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for elem in jarjend[1:]:
if elem < vordne[O0]:
vaiksem. append(elem)
elif elem == vordne[O0]:
vordne. append(elem)
else:
suurem. append(elem)
return kiirsort(vaiksem) + vordne + kiirsort(suurem)

Leida suurim voimalik Python-funktsiooni kiirsort valjakutsete arv 90-elemen-
dilise sisendjérjendi puhul.

7.28. Millise jarjendi korral on sorteerimise kiirmeetodi, mis valib lahkmeks
jarjendi esimese elemendi ning jaotab elemendid kolme ossa (vdiksemad, vordsed,
suuremad), véljakutsete arv suurim ja millise korral vahim?

7.29. (s) Miks ei valita jérjestamise kiirmeetodis lahkmeks vaartust, mille kor-
ral kirjed jaotuksid véimalikult vordsel arvul sellest vdiksemateks ja suuremateks?

7.30. Koostada programm jargmise kolme sorteerimismeetodi tooaegade graa-
fikute kujutamiseks (iihel joonisel):
e kiire sorteerimismeetod (keerukusklassist @ (nlogn));
e aeglane sorteerimismeetod (keerukusklassist O(n?));
e siisteemne sorteerimismeetod, nt Pythoni korral funktsioon sorted.
Sorteeritavateks olgu juhujarjendid.
7.31. (sv) Meil on arvuti, millega kulub 10 miljoni elemendilise jarjendi sor-
teerimiseks poime- ehk iihildusmeetodiga aega keskmiselt 16000sekundit. Umbes

mitu sekundit votab aega 10000elemendilise jérjendi sorteerimine sama meetodi-
ga samal arvutil?

7.32. (v) Uhel arvutil kulub 10 miljoni elemendilise jirjendi sorteerimiseks kiir-
meetodil aega keskmiselt 32000sekundit, teisel arvutil aga sama palju aega 10
miljoni elemendilise jarjendi sorteerimiseks pistemeetodil. Umbes mitu sekundit
votab aega

(a) esimesel arvutil 10000elemendilise jérjendi sorteerimine kiirmeetodil;
(b) teisel arvutil 100000elemendilise jarjendi sorteerimine pistemeetodil.
7.33. (v) Kéitades iihel arvutil nii mullimeetodit kui ka péimemeetodit juhusli-

kul arvujarjendil pikkusega 100, to6tab mullimeetod 2 korda kiiremini. Milline on
samade meetodite hinnanguline to6aegade suhe arvujéarjendil pikkusega 1000Q

7.34. Juku programmeeris massiivi jarjestamise péimemeetodi alt-iiles varian-
di nii, et kahe korvutiasetseva osa poimimiste asemel jarjestatakse nende kahe
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osa poolt kaetav ala valikumeetodil. Kas Juku versioon pdimemeetodist on aeg-
lasem v6i kiirem kui tavaline péimemeetod voi pole vahet? Leida Juku jarjestamis-
algoritmi ajalise keerukuse ©-hinnang.

7.35. Olgu antud lihtahel, milles paiknevad jérjest kirjed votmetega 44, 25, 27,
16, 32, 50, 37. Sooritada selle ahela jarjestamine valikumeetodil. Nédidata joonisel
seis iga ,ettetoomise* jarel.

7.36. Olgu antud lihtahel, milles paiknevad jérjest kirjed votmetega 23, 31,
22, 18, 50, 45, 24, 25, 41, 10, 17, 52, 38, 39. Sooritada selle ahela jarjestamine
kiirmeetodil.

7.37. Olgu antud lihtahel, milles paiknevad jérjest kirjed votmetega 44, 56, 37,
45, 55, 54, 50, 38, 24, 19, 11, 33. Sooritada selle ahela jérjestamine pdimemeetodi
klassikalise variandi kohaselt.

7.38. Olgu antud lihtahel, milles paiknevad jarjest kirjed votmetega 36, 44, 15,
43, 42, 48, 50, 22, 25, 26, 45, 30, 34, 23, 21, 55. Sooritada selle ahela jérjestamine
poimemeetodi efektiivseima variandi kohaselt.

7.39. (s) Selgitada, millistel juhtudel on alt-iiles poimemeetod efektiivsem kui
klassikaline péimemeetod.

7.40. Juku kasutab massiivi jarjestamiseks sellist kiirmeetodi modifikatsiooni,
kus koik osamassiivid pikkusega kuni 10 elementi jérjestatakse valikumeetodiga.
Milline on selle meetodi keskmise juhu ajalise keerukuse ®-hinnang?

7.41. (s) On teada, et klassikalise massiivisiseselt tootava jarjestamise kiir-
meetodi puhul voib funktsiooniviljakutsete magasin tiletdituda. Millisel juhul see
voib teostuda ja milliste meetmetega saaks sellist olukorda valtida? Eeldame, et
véljakutsete magasini ei ole lubatud suurendada.

7.42. Programm realiseerib klassikalise kiirmeetodi variandi, mis jaotamisel
votab alati lahkmeks jarjestatava massiiviosa esimese elemendi. Leida 9-elemendi-
line massiiv, mis sisaldab koik elemendid 1,...,9 ja mille puhul selle programmi
t60 kaigus jaab igal jaotamisel suurim element iiksi omaette osasse. Nédidata joo-
nisel ka selle massiivi sorteermisel tehtavad jaotamised.

7.43. Millisel juhul té6tab massiivi jarjestamine pistemeetodil kdige kiiremini?

7.44. (sv) Juku kasutab juhuslike elementidega jarjendi [ay,...,an] jirjesta-
miseks jargmist algoritmi. Kdigepealt jarjestatakse kiirmeetodil iihelemendiline
alamjérjend [ay], seejérel jérjestatakse samal meetodil alamjérjend [aj,ap], siis
alamjérjend [a1,ap,as| jne kuni 16puks samuti kiirmeetodil alamjérjend [ay,...,an].
Seejuures valitakse lahkmeks alati jarjestatava jarjendiosa esimene element. Leida
Juku jarjestamisalgoritmi ajalise keerukuse @-hinnang.
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7.45. Juku lihtsustab sorteerimise poimemeetodi alt-iiles variandi selliselt, et
jaotab antud massiivi algul kiill itheelemendilisteks alammassiivideks, kuid see-
jarel kordab kahe esimese alammassiivi poimimist, kuni tulemuseks on sorteeritud
massiiv. Leida Juku sorteerimisalgoritmi ajalise keerukuse ®-hinnang.

7.46. Sonastada voimalikult efektiivne algoritm 31-kohalistest kahendarvudest
koosnevate lihtahelate jarjestamiseks mittekahanevalt, kui abimélu on voimalik
kasutada vaid 1 MB ulatuses. Leida selle algoritmi halvima juhu ajalise keerukuse
©-hinnang.

7.47. Valida iiks aeglane sorteerimismeetod, mille kohta on teada selle ,hea“
juht — millist tiiiipi jarjendeid see siiski sorteerib kiiresti. Valida iiks kiire sortee-
rimismeetod, mille kohta on teada selle ,halb“ juht — millist tiiiipi jarjendeid see
siiski sorteerib aeglaselt. Koostada programm, mis rakendab moélemat meetodit
kahel juhul: juhujérjendite korral ja eritiiiipi (vastavalt soodsat ja ebasoodsat tiiii-
pi) jarjendite korral ning véaljastab neid nelja juhtu iseloomustavad graafikud (iihel
joonisel).

IV Tokestamata massiiv

7.48. Lisada algselt tiihja jérjestatud tdkestamata massiivi jarjest kirjed votme-
tega 11, 15, 28, 17, 24, 13, 29, 20. Niidata joonisel seis koos tiihjade lahtritega
parast iga lisamist. Seejéarel eemaldada kirje votmega 29 ja ndidata 16ppseis.

7.49. Lisada algselt tiihja tokestamata massiivi l6ppu kirjed votmetega
(a) 25,36, 11, 15, 29, 20, 26, 19, 17,
(b) 7,1,3,8,5,9,6, 2,0.

Niidata joonisel alusmassiivi seis koos tiihjade lahtritega iga kirje lisamise ja-
rel. Seejédrel eemaldada tulemuseks olevaist tokestamata massiividest kirjed sa-
mas jérjekorras nagu neid lisati. Ndidata joonisel alusmassiivi seis koos tiihjade
lahtritega iga kirje eemaldamise jarel.

7.50. Tokestamata massiivis on varem mingil hetkel olnud 100kirjet, misjérel
on koik operatsioonid olnud eemaldamised. Kummast massiivist

|45]56[76]11]25] | |

[4s]s676[12]25] | | [ | [ [ | [ | |

on jutt, eeldusel et algselt oli massiiv t{ihi? Eemaldada sellest massiivist suurima
votmega kirje viiel korral, ndidata joonisel seis koos tiihjade lahtritega parast iga
eemaldamist.

7.51. Leida tokestamata massiivi elementide hulka {ihe elemendi lisamise prot-
seduuri halvima ja parima juhu ajalise keerukuse ®-hinnang.



8. Paisksalvestus

Kui paisktabeli iga rida mahutab kuni iihe elemendi ja porke korral paigutatakse
teine element kindla eeskirja alusel mujale tabelis, siis nimetatakse tabelit lahtise
adresseerimisega paisktabeliks.

Kimpudega (kui kimbustruktuuriks on ahel, siis vdlisahelatega) paisktabeli
korral on ridadeks kirjete nn kimbud, mis voivad sisaldada 0 v6i enam kirjet. Kirje
votmega Vv salvestatakse kimpu real h(v) (s6ltumata sellest, kas tegu on voi ei ole
porkeolukorraga), kus h on kasutatav paiskfunktsioon. Kéesoleva jaotise iilesan-
netes eeldatakse, et vaikimisi on kimbustruktuuriks jarjestamata lihtahel. Samuti
eeldatakse, et kimbumeetodis iithe kimbu sorteerimise meetod pole fikseeritud,
kasutaja voib selle sobivalt ise valida.

Sorteerimismeetodi valiku iilesannetes eeldatakse sobivaima meetodi valimist
jargnevatest:

e kiirmeetod (kaheharuline voi kolmeharuline variant);
e valikumeetod;
e mullimeetod;

e t(ihildus- ehk péimemeetod (tavaline voi alt-liles voi optimeeritud alt-
iiles variant);

e pistemeetod (tavaline voi kahendpiste);
e kuhjameetod;

e loendamismeetod;

e positsioonimeetod;

e kimbumeetod.

Valiku pohjendamisel on muuhulgas vajalik iilejidnute mittesobivuse pohjenda-
mine.

I Lahtise adresseerimisega paisktabel

8.1. (s) Olgu antud 1000reaga lahtise adresseerimisega ja lineaarse kompi-
misega paisktabel. Millised vaartused hulgast {1,...,6} sobivad kompesammuks
sellele tabelile?

8.2. Olgu antud 1000reaga paisktabel kompesammuga 1 ja paiskfunktsiooni h
kandidaadid kujul
(@) h(k) = (k+a) mod 1000
(b) h(k) = (ak) mod 1000
kus a voib olla 2, 3, 4 v6i 5. Milline neist neljast vaartusest a kohale on sobivaim?

8.3. (v) Miks lahtise adresseerimise lineaarse kompimise meetodis peab
kompesamm olema tabeli pikkusega iihistegurita?
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8.4. Milline operatsioonidest (otsimine, lisamine, eemaldamine) on lahtise
adresseerimisega paisktabeli puhul koige problemaatilisem?

8.5. Tuua néide 5-realisest lahtise adresseerimisega paisktabelist kompesam-
muga 1, milles on 4 elementi ja kus elemendi eemaldamisel realiseerub selle ope-
ratsiooni halvim juht. Ndidata ka eemaldatav element.

8.6. Hinnata paisktabelist kirje eemaldamise algoritmi halvima juhu keerukust
kujul ©(f(n)), kus n on tabeli suurus, kui paisktabel on lahtise adresseerimisega,
lineaarse kompimisega ning tabeli rida saab kas olla tiihi voi sisaldada kirjet (st
pole eraldi varianti kustutatud oleku niitamiseks). Kirjeldada 1dhemalt, millistel
tingimustel see halvim juht realiseerub.

8.7. Olgu antud 1000reaga lahtise adresseerimisega paisktabel, milles paisk-
funktsiooniks on jadk ridade arvuga jagamisel ja kompesammuks -1.

1. 22001 1: 22001

120: 52721
121: 14121 121: 14121
426: 90427 426: 90426
427: 32927 427: 32427
999: 4999

Kummast kahest iilaltoodud tabelist on jutt (puuduvad read on tabelis vabad),
kui loomisel oli tabel tiihi ja koik operatsioonid on sooritatud korrektselt. Lisada
oOigesse tabelisse jérjest kirjed votmega 4876Q 50121 3700019427 Naidata joonisel
tabeli seis iga lisamise jarel.

8.8. Olgu antud 200 reaga lahtise adresseerimisega paisktabel, milles paisk-
funktsiooniks on jadk ridade arvuga jagamisel ja kompesammuks -1.

0: 10200
110: 52711 110: 52710
111: 49111 111: 49111
112: 60912
113: 34913 113: 34913
199: 93600 199: 93600

Kummast kahest tilaltoodud tabelist on jutt (puuduvad read on tabelis vabad),
kui loomisel oli tabel tiihi ja koik operatsioonid on sooritatud korrektselt. Lisada
oOigesse tabelisse jarjest kirjed votmega 36750 56513 20813 900Q Niidata joonisel
tabeli seis iga lisamise jarel.

8.9. Miks lahtise adresseerimisega paisktabelis ei v6i eemaldatud kirje asu-
kohta lihtsalt tithjaks jétta? Esitada ka selgitav néide.

8.10. Koostada sobiv programm, et katsetada kolme erinevat paiskfunktsiooni
(hy, hy, hg) kuue andmefaili korral, ning téita katsetulemuste tabel
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N Arlldrlnef aili | Kirjete MIh | h | he
nimi arv

1. P11 | P12 | P13
2. P21 | P22 | P23
3. P31 | P32 | P33
4. Pa1 | Pa2 | Pa3
S. Ps1 | Ps2 | Ps3
6. Pe1 | Pe2 | P63
Keskmiselt: | kp1 | kpz | kps

kus M on paisktabeli ridade arv, pjj on j-nda paiskfunktsiooni unikaalsete vaar-
tuste protsent i-nda kirjefaili korral (i =1,...,6;j = 1,2, 3). Paiskfunktsioonideks
olgu:

(a) lihtsaim - jadk votme (arvkuju) jagamisel arvuga M;

(b) muu, loengust voi internetist/kirjandusest;

(c) originaalne, omaloominguline.

8.11. Koostada programm paiskfunktsioonide uurimiseks, mis voimaldab kat-
setada kolme erinevat paiskfunktsiooni mingi reaalse tekstilise andmefaili korral.
Iga paiskfunktsiooni korral leida védhim paisktabeli ridade arv M (tépsusega 100),
mille korral vastav paiskfunktsioon jaotab kirjed nii, et iihtegi slotti (paisktabeli
ritta) ei siseneks iile kahe kirje. Paiskfunktsioonideks olgu:

(a) lihtsaim - jadk votme (arvkuju) jagamisel arvuga M;
(b) muu, loengust véi internetist/kirjandusest;

(c) originaalne, omaloominguline.

8.12. Valida ja realiseerida iiks paiskfunktsioon h(v,M), kus votmeks v on s6-
ne ning arv M on paisktabeli ridade (slottide) arv. Koostada ja rakendada seda
paiskfunktsiooni sisaldav programm, mis arvutab mingi tekstilise andmefaili kor-
ral paiskfunktsiooni vaartused koigi kirjete korral ning valjastab statistika ana-
loogselt jargmise niitega:

Fail: protokolll133km.txt

Kirjete arv: 1970

M = 3743

2 kirjet uhte slotti 312 korda

3 kirjet iihte slotti 45 korda

4 kirjet iihte slotti 5 korda

5 kirjet iihte slotti 1 kord
Unikaalseid h vadrtusi: 1186 (60.2%)

8.13. Joonistada seitsmerealine paisktabel péarast alljdrgnevas tabelis antud
kirjete lisamist (tabelis toodud jarjekorras) paisktabelisse topeltpaiskamise meeto-
dil ([11, Ik 47), kasutades paiskfunktsiooni h ja teisese paiskfunktsiooni h; tabelis
antud vaartusi.
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Nr. k info h(k) | hy(k)
1. | 785 | Mart Must 1 6
2. | 750 | Sulev Sinine 0 1
3. | 613 | Peeter Punane 3 2
4. | 801 | Vello Valge 1 5
5. | 730 | Rein Roosa 3 2

8.14. (s) Olgu lahtise adresseerimisega paisktabelis 365 rida. Tabelis hoitak-
se inimeste kirjeid nii, et iga inimese kirje paiskfunktsiooni vaartuseks on tema
siinnikuupdeva péeva jarjekorranumber aastas. Pannes tabelisse x kirjet, siis kui
suure toendosusega esineb tabelis vihemalt 1 porge? Leida ka kirjete arvu x selli-
ne suurim vaartus, kus see toendosus on vaiksem kui 0.5.

II Vilisahelatega paisktabel

8.15. Mis pohjendusega soovitatakse kimpudega paisktabeli realiseerimisel
voimalikult lihtsat kimbustruktuuri — jarjestamata ahelat?

8.16. Olgu antud 50-realine vilisahelatega jadkpaiskamisega paisktabel.

1: 42351 1. 42401
38: 77838
39: 61039 39: 7783861039
40: 17240 40: 17240
49: 39499 49: 33949

Kummast tabelist on jutt, kui loomisel oli tabel tiihi ja kdik operatsioonid on soo-
ritatud korrektselt. Lisada Oigesse tabelisse jarjest kirjed votmega 4590Q 26138
57889 47250 Niidata joonisel tabeli seis iga lisamise jarel.

8.17. (s) Lihtahelad, milles on jarjest kirjed votmetega
(a) 7.9,9.9,34,09,87,6.6,8.6, 3.5, 6.5
(b) 0.22, 15,05, -25, —-1.16, —1.2,0.97, —1.15, 0.95, 0.25,

jérjestatakse kimbumeetodil. Kimpudeks on lihtahelad, mille jarjestamiseks kasu-
tatakse stabiilset meetodit, ning kimbumeetod on realiseeritud ka ise stabiilsena.
Joonistada molema juhu jaoks paisktabeli seis iga lisamise jérel.

8.18. Olgu antud lihtahel, milles on jérjest kirjed votmetega —1.3, —0.2, —0.5,
3.8, -1.8, 29, 7.0, —-1.9, 6.2, 09, 1.6, —1.8, 2.1, —2.0, 0.7. Sooritada selle ahe-
la jarjestamine kimbumeetodil, kus kimpudeks on lihtahelad. Kasutada varianti,
mis on stabiilne (eeldusel et kimpude jérjestamine on stabiilne). Ndidata t66 seis
vahetult parast 8 kirje to6tlemist ja vahetult parast koigi kirjete to6tlemist ning
16pptulemus.
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8.19. Programmeerida funktsioon etteantud jérjendi sorteerimiseks paiskamise
kimbumeetodil. Paiskfunktsiooniks votta iihtlane paiskamine.

Vorrelda selle funktsiooni tookiirust mone kiirema sorteerimismeetodi (kee-
rukusega O(nlogn)) kiirusega sorteeritava jirjendi mitmesuguste pikkuste korral.
Jarjendi elementideks valida nt 100Q ... , 100000juhuslikku taisarvu poolldigult
[1,10000Q.

Saadud tulemuste pdhjal kujutada iihel joonisel kaks graafikut, kus x-teljel on
jarjendi pikkus ja y-teljel sorteerimismeetodi to6aeg.

8.20. (s) Oppejdud Ahti sorteerib tudengite t66d jargmise kimbumeetodi mo-
difitseeritud variandiga:

e paiskab ntudengi t66d kimpudesse, vottes paiskfunktsiooni vaartuseks
tudengi perenime esimese tidhe;

e kordab sama protseduuri igas tekkinud kimbus perenime teise tdhega;
e jirjestab iga eelmisel etapil tekkinud kimbu valikumeetodil;

e iihendab koik sama perenime esitihega algavad jarjestatud kimbud;
e ithendab eelmisel etapil tekkinud jérjestatud kimbud.

Leida kirjeldatud sorteerimismeetodi keskmise juhu ja halvima juhu ajalise kee-
rukuse ©-hinnangud. Voib eeldada, et erinevaid perenimede esimesi ja teisi téhti
esineb enam-vihem sama sagedusega.

8.21. Vaatleme algoritmi, mis jarjestab n tudengi nimed jargmise kimbumeeto-
di variandiga:

e iihte kimpu pannakse perenime sama algustdhega tudengid;

e kui koik nimed on kimpudesse pandud, rakendatakse kimpudele kiir-
meetodit;

e koik kimbud algustihe jérjestuses lisatakse tulemusjirjendisse, kulu-
tades iihe kimbu lisamiseks konstantse aja t66d.

Leida algoritmi keskmise juhu ajalise keerukuse ®-hinnang. Eeldada, et erinevaid
perenimede algustdhti on 28, mis koik esinevad sama sagedusega.

8.22. (s) Juhuslike suuruste normaaljaotuse korral esineb keskmisele 1dhedasi
vaartusi tthedamini ja keskmisest kaugeid vaartusi harva. Olgu vaja jérjestada vot-
mete kasvamise jargi jarjend, mille kirjete votmed on teatud kindlates piirides,
kuid jaotunud vastavalt normaaljaotusele (kusjuures keskmine langeb kokku pii-
ride vahelise keskkohaga). Selgitada, mis on kimbumeetodi tavalise realisatsiooni
puudus selles olukorras ning kuidas tuleks kimbumeetodit modifitseerida, et muu-
ta see taolises olukorras efektiivsemaks.

8.23. (s) Kas sorteerimise kimbumeetodi rakendamisel paarikaupa erineva-
te taisarvuliste votmetega 1000elemendilisele jarjendile voivad koik elemendid
koonduda iihte kimpu?
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III Segu

8.24. Olgu antud 100reaga jadkpaiskamisega paisktabel.

I. Sooritada tegevus, kus tiihja tabelisse lisatakse jarjest kirjed votmetega
16185 77034 65699 19285 3700Q 85101 10934 92801 38585ja seejirel eemal-
datakse kirje votmega 85101 kui paisktabel on

(a) lahtise adresseerimisega, kompesammuga —1;
(b) valisahelatega.

Kujutada joonisel tabeli seis pérast iga lisamist ning loppseis.
II. Sooritada sama tegevus, kui paisktabel on 50 reaga.

8.25. (v) Kas olukorras, kus paisktabelisse salvestatavate kirjete votmed on
téisarvud ja teadaolevalt hoivavad suuremaid jérjestikuste tdisarvude piirkondi,
on moistlikum {ihtlane (lineaarne) paiskamine voi jadkpaiskamine?

8.26. Programmeerida jargmised funktsioonid paisktabeli koostamiseks:

(a) Lahtine adresseerimine lineaarse kompimisega. Funktsiooni sisendiks
olgu mittenegatiivsete tdisarvude jérjend. Funktsiooni t60 tulemuseks
olgu jérjend, kuhu etteantud tdisarvud on paigutatud lahtise adres-
seerimise meetodil, kasutades porgete lahendamiseks lineaarset kom-
pimist.

(b) Kimbumeetod. Funktsiooni sisendiks olgu mittenegatiivsete tdisarvu-
de jéarjend. Funktsiooni t60 tulemuseks olgu jéarjend, mille elementi-
deks on kirjete kimbud. Kimbu v6ib realiseerida néiteks omaette jér-
jendina, millele uued elemendid lisatakse 16ppu.

Paiskfunktsiooniks voib votta funktsiooni
h(k) = [m(k-T — [k-T])],

kus k on voti, m tabeli pikkus ja T = (v/5—1)/2.
Ulesandeks on vorrelda elemendi otsimise efektiivsust kummalgi meetodil rea-
liseeritud paisktabelist. Selleks

o fikseerida paisktabeli pikkus (nt 1000);

e genereerida taisarvujarjendid pikkustega 10% 20% ..., 90% 99%
paisktabeli pikkusest, elementideks juhu-taisarvud (nt 1-st 270000ni);

e paigutada jarjendite elemendid paisktabelisse kummalgil meetodil;

e genereerida teatud arv (nt 1000 juhu-tdisarve samades piirides na-
gu jarjendi elemendid; iga tdisarvu puhul loendada, mitu vordlemist
tehakse selle tiisarvu otsimisel kummastki paisktabelist, eristades see-
juures edukat ja mitteedukat otsingut.

Tulemused kujutada graafikutena, mis esitavad keskmise vordlemiste arvu séltu-
vust paisktabeli taituvusest, nii eduka otsingu kui ka mitteeduka otsingu korral
kummastki paisktabelist; x-teljel on paisktabeli tdituvus (10% 20%, ..., 90% 99%)
ja y-teljel keskmine vordlemiste arv.
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8.27. Mobiiltelefoni igale klahvile on kinnistatud viike siimboliriihm. Uhe
siimboli saab rithmast valida, kui klahvi vajutada teatav arv kordi. Naiteks, kui
klahvi siimboliriihmaks on abc?24, siis kaks vajutust sellel klahvil annab b, viis
vajutust aga 4.

Olgu klahvide siimboliriihmad esitatud sdnena "+0 .,?!-&1 abc2i def3
ghi4 jk15 mno60 pqrs7 tuv8ii wxyz9", kus rithmad on eraldatud tithikuga.

Koostada programm, mis leiab iga antud tekstis esineva sona s korral suuruse
kkv(s): mitu klahvivajutust keskmiselt on tarvis sdna s {ihe siimboli sisestamiseks.
Naiteks, sona s =jdadbki sisestamiseks tuleb teha 1+ 545+ 2+ 2+ 3 = 18 klah-
vivajutust, seega keskmiselt kulub iihe stimboli sisestamiseks kkv(s) = 18/6 = 3.0
klahvivajutust. Programmi t606 tulemus printida jarjendina, milles elemendiks on
sona koos vastava kkv vaartusega. Tulemusjarjend olgu korduvate elementideta
ning sorteeritud kkv véartuste jargi mittekahanevalt. Suur- ja véiketéhti ei tule
eristada.

Niiteks kdesoleva iilesande iilaltoodud teksti korral, kui ’6’ asemel sisestati
’6’, on tulemuseks (siin osaliselt esitatud): 1.0 ja; 1.0 aga; 1.38 vajutada;
1.4 antud; 1.5 teha;... 1.73 mittekahanevalt; 1.75 elementideta;
1.75 mitu; ...; 2.83 sellel; ...; 3.5 siis; 3.67 t0o0.

Programmis tuleb kasutada paisktabeleid <siimbol|vajutusi> ja <séna|kkv>.

IV Positsioonimeetod

8.28. Lihtahel, milles paiknevad jarjest kirjed votmetega 16185 77034 65699
19285 3700Q 85101 10934 92801 38585 jarjestatakse positsioonimeetodiga alu-
sel 100 Kujutada joonisel koik vahestruktuurid nende valmimise jarjekorras ning
16pptulemus.

8.29. Lihtahel, milles paiknevad jérjest kirjed votmetega (kahendsiisteemis)
1111211113 1111010 1101111 100111101 110010011 110010100110010101
11001001 0jarjestatakse positsioonimeetodiga alusel 2. Kujutada joonisel koik va-
hestruktuurid nende valmimise jarjekorras ning 16pptulemus.

8.30. On antud lihtahel, milles paiknevad jarjest kirjed votmetega 1464 1187,
1031, 1880 1556 1908 1115 1797 120Q 1886 1099 1551, 1765 Sooritada selle
ahela jérjestamine positsioonimeetodiga

(a) alusel 10;
(b) alusel 100,

kasutades positsioonipohiseks jérjestamiseks paisktabelit. Kujutada joonisel koik
vahestruktuurid nende valmimise jirjekorras ning 1opptulemus.

8.31. On antud lihtahel, milles paiknevad jarjest kirjed arvuliste votmetega
FFF16, 1F216 19F16, 8F916, A2316, B2816, B2916 ja B2216. Sooritada selle ahela jéar-
jestamine positsioonimeetodiga alusel 16. Kujutada joonisel kdik vahestruktuurid
nende valmimise jarjekorras ning 16pptulemus.
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V Sorteerimismeetodi valik

8.32. (v) Uliépﬂaste arv valdkonnas on n < 150Q Ulif)pilaste kirjed tuleb sor-
teerida votme (1000x (siinniaasta - 1900 + 100xsiinnikuu + (siinnipdev kuus))
jargi. Kas selleks on sobivam loendamismeetod v6i kimbumeetod? Miks?

8.33. (v) Uhe aastakaigu kutsealuste arv on n > 500Q Kutsealuste kirjed tu-
leb sorteerida votme (100xsiinnikuu + (siinnipdev kuus)) jargi. Kas selleks on
sobivam loendamismeetod v6i kimbumeetod? Miks?

8.34. (s) Jérjend koosneb kahte liiki elementidest suvalises jérjestuses: poo-
led on juhuslikud tédisarvud loigult [1,10] ja pooled juhuslikud reaalarvud 16igult
[1,10%. Millised meetodid on eelistatud selle jérjendi sorteerimiseks mittekahane-
vasse jarjestusse?

8.35. (s) Kirjeldada mistahes etteantud n jaoks jarjend pikkusega n selliselt,
et selle jarjestamiseks pole eelistatud ei kimbu- ega kiirmeetod, vaid mingi muu
sorteerimismeetod.

8.36. Kirjeldada mistahes etteantud n jaoks jarjend pikkusega n selliselt, et
saadud jarjenditel to6tab nii kiir- kui ka kimbumeetod oma halvima juhu keeru-
kusega.

8.37. (s) Juku kirjutas algoritmi, mis jarjendi sorteerimiseks tostab sealt ele-
mente ihekaupa algselt tiihja tulemusjarjendi 16ppu ja jérjestab iga elemendi li-
samise jarel tulemusjirjendi kohe meetodiga lemmik_sort. Millist sorteerimis-
meetodit peaks Juku eelistama meetodi lemmik_sort rollis, et tema algoritm
oleks voimalikult kiire?

8.38. Olgu antud massiiv Eesti elanike kirjetest (umbes 1.3 miljonit inimest).
Sonastada stabiilne ja voimalikult efektiivne sorteerimismeetod selle massiivi sor-
teerimiseks siinnipdeva (kujul pdev.kuu.aasta) jargi.

8.39. Agentuuri WADA kisutuses on massiiv dopinguainete kirjetest, kusjuu-
res kirjed on selles jarjestatud aine keelamise aja jargi. Iga dopinguaine kirjes on
salvestatud ka selle dopinguaine koostisesse kuuluva olulise toimeaine nimetus.
Sonastada voimalikult efektiivne algoritm dopinguainete massiivi sorteerimiseks
leksikograafiliselt toimeaine nimetuse jargi nii, et sama toimeainet sisaldavad kir-
jed paikneksid tulemusmassiivis aine keelamise aja jirgi. Toimeainete arvuks votta
200. Anda ka algoritmi keskmise juhu ajalise keerukuse ©-hinnang.

8.40. (s) Massiivi a on salvestatud tithe inimese taskus olevate euromdiinti-
de vaartused suvalises jarjestuses. Néiteks kui tal on iiks 2-eurone miint, kaks
10-sendist miinti, iiks 5-sendine miint ja kolm 2-sendist miinti, siis voib a ol-
la [2,5,2,2,10,200,10]. Millist algoritmi kasutada, et keskmisel juhul voimalikult
efektiivselt vadringu jérgi jarjestada massiiv a? Leida selle algoritmi keskmise ju-
hu ajalise keerukuse ©-hinnang.
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8.41. Iga kahe sama vééringuga miindi kaalud on dige pisut erinevad, kahe
erineva véddringuga miintide kaalud erinevad rohkem. Panga rahahoidja peab koti-
tdie juhuslikult valitud miintide kaalud jérjendisse paigutama ja suuruse jargi jar-
jestama. Kas efektiivsem on kasutada jérjestamismeetodit keerukusega @ (nlogn)
kogu jarjendi peal voi sorteerida see kdigepealt miindi vaaringu jargi riithmades-
se, rakendada seda meetodit igal riihmal eraldi ning {thendada siis rithmad iiheks
jarjendiks?

8.42. (v) Kéitades iihel arvutil nii mullimeetodit kui ka kimbumeetodit juhusli-
kul arvujarjendil pikkusega 1000selgus, et need tootasid vordse ajaga. Milline on
nende meetodite hinnanguline t6oaegade suhe arvujarjendil pikkusega 1000Q

8.43. Millist ahela jarjestamismeetodit eelistada, kui oodatavalt pooltel juhtu-
del on vaid méned elemendid ,,paigast dra“?

8.44. Milline ahela jarjestamismeetod on koige eelistatum, kui votmete véar-
tused on reaalarvud kindlates piirides ja seal iihtlaselt jaotunud?

8.45. Kehalise kasvatuse tundi tuli tikshaaval n opilast. Iga Opilase saabumisel
lisas Opetaja ta rivi 16ppu ning jarjestas siis kdik kohalolevad &pilased kiirmeetodil
pikkuse jargi, seejuures esimesel korral pikkuse kahanemise, teisel juhul kasva-
mise, kolmandal korral jille kahanemise, neljandal kasvamise jargi jne.

Leida Opetaja tegevusalgoritmi parima, keskmise ja halvima juhu ajalise kee-
rukuse ©-hinnangud. Eeldada, et kahe opilase pikkuse vordlemine ja asukoha va-
hetamine on elementaaroperatsioonid.

Millised sorteerimismeetodid on sobivamad kogu Gpetaja t66 sooritamiseks
keskmise juhu ajalise keerukuse mottes Opetaja kasutatava kiirmeetodi asemel?

8.46. Olgu tegemist arvujdrjenditega, kus elementideks on parajasti 31-kohali-
sed mittenegatiivsed kahendarvud (vdiksemad tdiendatud eelnullidega). Kirjutada
selliste elementidega jarjendi mittekahanevalt sorteerimise algoritm, mille halvi-
ma juhu ajaline keerukuse hinnanguks on O(n).

8.47. Raamatukogus asetatakse pdeva jooksul tagastatud raamatud tagastus-
riiulile (tagastamise jarjekorras). To6taja Mari iilesandeks on need pédeva 16pul
tagastusriiulilt fondiriiulitele viia. Oma t66 holbustamiseks (jalavaeva vdhenda-
miseks) sorteerib Mari tagastatud raamatud eelnevalt nende inventarinumbrite
jéarjekorras. Mari kasutab (korduvalt) ainult kahe raamatu vahetamise operatsioo-
ni, vahetades kaks raamatut juhul, kui suurema numbriga raamat asub tagastus-
riiulil vdiksema numbriga raamatust kuskil vasakul pool.

Sonastada algoritm, mis pakub Marile véimalikult vdahe vahetusi. Margime, et
kui tagastusriiulil on nditeks raamatud inventarinumbritega 35, 351, 13, 17 ja 213
siis saab need sorteerida kolme vahetusoperatsiooni teel, kui aga tagastusriiulil
on raamatud inventarinumbritega 61, 121, 57, 70, 91, 10 ja 101, siis saab need
sorteerida nelja vahetamise teel.
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VI Paisksalvestuse rakendusi

8.48. (s) Sonastada algoritm, mis suvalisest arvulise votmega kirjete lihtahelast
eemaldab koik need kirjed, mille voti langeb kokku mone eespool esineva kirje
votmega. Ulejadnud kirjete omavahelist jarjestust muuta ei tohi. Piiiida disainida
algoritm keskmisel juhul voimalikult efektiivseks, eeldusel et ahela kirjete votmed
jaotuvad iihtlaselt.

8.49. (s) Sonastada algoritm, mis suvalisest arvulise votmega kirjete lihtahelast
leiab seal esinevate unikaalsete (mittekorduvate) votmevaartustega kirjete arvu.
Piitida disainida algoritm keskmisel juhul voimalikult efektiivseks, eeldusel et ahe-
la kirjete votmed jaotuvad iihtlaselt.

8.50. (s) Olgu iilesandeks leida antud jérjendi kaks sellist elementi, mis on
suuruse poolest teineteisele koige lahemal. Sonastada algoritm selle iilesande la-
hendamiseks, mis oleks halvimal juhul kdige efektiivsem. Esitada ka selle algoritmi
halvima juhu ajalise keerukuse hinnang koos péhjendusega.

8.51. (s) Sonastada voimalikult efektiivne algoritm, mis etteantud n-elemendi-
lise positiivsete paarikaupa erinevate tdisarvuliste votmetega kirjete massiivi kor-
ral teeb kindlaks, kas selles massiivis leidub kaks kirjet, mille v6tmete summa on
n. Anda ka algoritmi keskmise juhu ajalise keerukuse ®-hinnang.

8.52. (s) Taisarvuliste votmetega kirjete massiivi kohta on teada, et selles on
tépselt kaks sama votmevéartusega kirjet, koik iilejddnud on paarikaupa erine-
vad. Sonastada voimalikult efektiivne algoritm, mis leiab massiivist korduva vot-
me vaartuse. Voib eeldada, et votmed on {ihtlaselt jaotunud lubatud vaartusvarus.
Anda ka algoritmi keskmise juhu ajalise keerukuse ®-hinnang.



9. Puu ja kahendpuu

I Puu struktuur

Aine raames késitletakse puud pohiliselt kui juurega puud. Puu (v6i kahendpuu) P
juurtippu tahistame P. juur. Kahendpuu igal tipul on maksimaalselt 2 alluvat: vasak
ja parem alluv. Eeldame, et kahendpuu igas tipus t on méaératud viidad alluvatele,
vastavalt védljad t.vasak ja t.parem; kui alluv puudub, siis on viidaks tiihiviit, mida
téhistab kas A (algoritmis) voi null (Javas) voi None (Pythonis).

Puu ja kahendpuu korral kasutame jargmisi moisteid.

Tipu tasemenumbriks ehk siigavuseks puus (kahendpuus) loeme sammude ar-
vu (lilemuselt alluvale), mis on vajalik selle tipuni joudmiseks juurtipust 1dhtudes.
Puu juurtipu siigavuseks on seega O (juurtipp asub tasemel 0), juurtipu vahetute
alluvate stigavuseks on 1 jne. Puu tasemeks nimetame koigist {ihe ja sama taseme-
numbriga tippudest koosnevat tippude alamhulka.

Puu korguseks on tema tasemete arv. Tiithja puu korgus on seega 0.

Ka siinse jaotise iilesannete lahendustes ei v6i kasutada funktsioonivaliseid
muutujaid. Vaikimisi eeldatakse, et puu tippudel puudub viit oma iilemusele. Lisa-
viit ilemusele maarata vaid siis, kui teisiti ei ole voimalik. Kiill aga voib arvestada,
et puu iga tipuga t on seotud nn toovdli t.x, mida saab kasutada puu to6tlemise
kaigus tipuga seotud info talletamiseks ja kasutamiseks. Puu puhul eeldame, et
tipu t alluvate ldbivaatamise voib kirjeldada tsiiklina [+ Tipu t iga alluva v
korral: ...].

9.1. (s) Programmeerida funktsioon, mis leiab antud kahendpuu viimasel (sii-
gavaimal) tasemel olevate tippude arvu

(a) rekursiivsel meetodil, kahendpuud iihekordselt lébides;
(b) iteratiivsel meetodil.

9.2. Kirjutada algoritm antud puule vastava kahendpuu ([1], 1k 28) konstruee-
rimiseks.

9.3. (v) Kirjutada algoritm puu iga tipu toovaljale selle tipu vahetute alluvate
arvu salvestamiseks, kui on antud
(a) kahendpuu;
(b) puy;
(c) puu vastava kahendpuu kujul.
9.4. (v) Sonastada jargmise iilesande lahendamise algoritm.

Antud: kahendpuu ja selle tipp.
Tulemus: antud tipust algava (alam)kahendpuu korgus.

9.5. Programmeerida rekursiivne funktsioon jargmise {ilesande lahendamiseks.
Antud: kahendpuu ja selle tipp.
Tulemus: antud tipu koigi (vahetute ja kaugemate) jarglaste koguarv.
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9.6. (s) Alljargneva loetletuga on esitatud rida lihtsamaid puutéotluse tilesan-
deid, milles igaiihes noutakse antud puu iga tipu to6véljale omistada sellest tipust
algava alampuu

1) tippude arv;
2) lehtede arv;
3) vahetippude arv;
4) korgus;
5) alampuude korguste aritmeetiline keskmine;
6) juurtipu tasemenumber antud puus.
Kirjutada algoritm iga iilalloetletud {ilesande (1 — 6) jaoks, kui antud on
(a) kahendpuu;
(b) puy;
(c) puu vastava kahendpuu kujul.

9.7. (s) Programmeerida funktsioon, mis etteantud kahendpuu tippudest moo-
dustab jarjendi, milles tipud paiknevad kahendpuu tasemete kaupa.

9.8. Kirjutada algoritm véljastamaks antud kahendpuu lehttipud tasemete kau-
pa, taseme siigavuse

(a) kasvamise jérjekorras;

(b) kahanemise jarjekorras.

9.9. Programmeerida generaator-funktsioon jargmise {ilesande lahendamiseks.
Antud: kahendpuu.
Tulemus: antakse vilja jarjekordse taseme tipud (listina).

9.10. (s) Kirjutada algoritm, mis kontrollib, kas etteantud kahendpuu on kom-
paktne ([1], 1k 28).

9.11. Mitu tippu ja mitu lehte on téielikus kahendpuus, mille viimase taseme
number on h? Tdestada need valemid.

9.12. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.
Antud: loodava kahendpuu tasemete arv m.
Tulemus: taielik mtasemeline kahendpuu.

9.13. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.
Antud: loodava kahendpuu tippude arv n.
Tulemus: kompaktne n-tipuline kahendpuu.

9.14. Koostada programm jargmise iilesande lahendamiseks.
Antud: kahendpuu.
Tulemus: nende tippude jérjend, mille alampuude korgus erineb rohkem kui 1

vorra.
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9.15. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.

Antud: kahendpuu.

Tulemus: uus kahendpuu - antud kahendpuu peegeldus {ile juurt ldbiva verti-
kaaltelje (tavajoonise mottes).

9.16. Sonastada algoritm jargmise iilesande lahendamiseks.
Antud: puu ja selle kaks tippu.
Tulemus: antud tippude 1&dhim {iihine eellane antud puus.

9.17. Inimeste polvnemise andmestikku on salvestatud iga inimese kohta puu-
kujulise infona n eelmise polvkonna koéik isikud (ema, isa, emaema, emaisa,
isaema, isaisa, emaemaema jne). Kahe inimese, A ja B, suguluse tuvastamise algo-
ritmiga kontrollitakse, kas mingi A esivanem esineb ka B esivanemate hulgas. Lei-
da sellise algoritmi halvima juhu ajalise keerukuse ©-hinnang. Voib eeldada, et
pOlvnemise puu igal tipul on kas 0 voi 2 alluvat.

9.18. (s) Programmeerida juhu-kahendpuu loomise funktsioon.
Antud: loodava puu tippude arv n.
Tulemus: juhuslikul moel genereeritud n-tipuline kahendpuu.

IT Puu ldbimisviisid
9.19. Kuidas selgitada asjaolu, et kahendpuudel on kolm standardset 14bimis-
viisi, kuid iildiselt puudel vaid kaks?
9.20. Nummerdada joonisel 3 kujutatud kahendpuude tipud
(a) eesjarjestuses;
(b) keskjarjestuses;

(c) 16ppjarjestuses.

Joonis 3: Kaks kahendpuud.
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9.21. Joonistada mingi 12-tipuline puu. Kirjutada see puu {iles nii vasaku kui ka
parema suluesitusena ([1], 1k 43) ning koostada sellele puule vastava kahendpuu
tippude loetelud ees-, kesk- ja 16ppjérjestuses.

9.22. Kirjeldada voimalikult tépselt kdik kahendpuud, mida l4bides nii kesk-
kui ka eesjérjestuses, saadakse samad tippude jarjestused.

9.23. (s) Kirjutada véimalikult lakooniline rekursiivne algoritm, varustamaks
antud kahendpuu tipud jarjekorranumbritega
(a) eesjarjestuses;
(b) keskjarjestuses;
(c) loppjarjestuses.

9.24. Joonistada vdimalikult madal 12-tipuline kahendpuu ja nummerdada sel-
le tipud 16ppjéarjestuses.

9.25. Joonistada voimalikult madal kahendpuu, mille tippudeks on stimbolid
Teie ees- ja perekonnanimest ning mille tippude 16ppjarjestus annaks Teie ees- ja
perekonnanime.

9.26. Kirjutada algoritm, mille sisenditeks on kahendpuu ja tema tipp ning
véaljundiks selles puus antud tipule
(a) eesjarjestuses;
(b) keskjarjestuses;
(c) loppjarjestuses
jargnev tipp (tiihiviit, kui jargmist pole).
9.27. Programmeerida rekursiivne funktsioon, mille sisenditeks on kahendpuu
ja selle tipp t ning tulemuseks tipust t algava (alam)kahendpuu tippude jarjend
(a) eesjarjestuses;
(b) keskjarjestuses;
(c) 16ppjarjestuses.

9.28. (s) Sonastada mitterekursiivne algoritm kahendpuu lédbimiseks kesk-
jarjestuses.

9.29. (s) Kahendpuu-kujulise struktuuriga trassil tehakse jarjestikku katseid
kiilastada 16pp- ehk lehttippe, liikudes iilemuselt alluvale, iga katset juurtipust
alustades. Kahendpuu juurtipus ja igas vahetipus asub kahevalentne foor, milles
poleb kas roheline v6i punane tuli. Roheline tdhendab, et on lubatud liikuda ainult
vasakule alluvale; punane foorituli lubab liikuda ainult paremale alluvale. Tipu
labimisel muutub foori tuli vastupidiseks: rohelisest punaseks voi punasest rohe-
liseks. Katse loetakse sooritatuks, kui joutakse lehttippu voi tippu, millel puudub
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see alluv, kuhu foor lubab liikuda; viimasel juhul foor ikkagi muudab vérvi. Enne
esimest katset on foorid liilitatud juhuslikul moel kas roheliseks v6i punaseks.

(a) Kirjutada algoritm leidmaks, mitu katset laheb tarvis, et kokkuvéttes
oleks kiilastatud etteantud trassi iga lopptipp.

(b) Toestada, et trassi mistahes 16pptipp saab kiilastatud 16pliku arvu kat-
sete kaigus.

III Aritmeetilise avaldise puu

Midrgendatud graafi (erijuhul puu v6i kahendpuu) igal tipul t leidub selle margen-
dit sisaldav lisavéli t.m.

Kiesolevas piirdume selliste aritmeetiliste avaldistega, milles esinevad ainult
binaarsed tehted ja operandideks on arvud. Niisugune aritmeetiline avaldis esi-
tatakse kahendpuuna (aritmeetilise avaldise puuna), kus lehttipul on mérgendiks
arv ja juurel ning vahetipul — tehtemark. Nii juurel kui ka igal vahetipul on para-
jasti kaks alluvat.

9.30. (s) Programmeerida funktsioon juhusliku aritmeetilise avaldise puu loo-
miseks.

Antud: loodava kahendpuu tippude maksimaalarv n.

Tulemus: juhuslikul viisil ehitatud vahemalt n/2-tipuline aritmeetilise avaldise
puu; lehttipu méargendiks on juhuary, iilejidnutel — binaarse tehte mark, juhu-
valikuna markide + — */ seast.

9.31. (s) Programmeerida

(a) funktsioon, mis leiab antud aritmeetilise avaldise puule vastava arit-
meetilise avaldise vairtuse;

(b) funktsioon, mis leiab antud aritmeetilise avaldise puule vastava in-
fikskujul aritmeetilise avaldise, kus iga binaarse tehte imber on sulud,
nt (3*2)+(5+3);

(c) funktsioon, mis leiab antud aritmeetilise avaldise puule vastava in-
fikskujul aritmeetilise avaldise, kus tehete prioriteeti arvestades on
mittevajalikud sulud &ra jaetud, nt 3*2+5+3.

9.32. (s) Programmeerida funktsioon aritmeetilise avaldise puule vastava sulu-
avaldise leidmiseks.

Antud: aritmeetilise avaldise puu T ja selle tipp t.

Tulemus: suluavaldis, mis vastab tipust t algava T alamkahendpuu poolt kuju-
tatavale (osa)avaldisele.

9.33. Aritmeetilise avaldise vaartuse leidmiseks toodeldakse tema struktuurile
vastavat kahendpuud kérgusega h loppjérjestuses. Hinnata:

(a) parima juhu ajalist keerukust kujul ©(f(h));
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(b) halvima juhu ajalist keerukust kujul ©(f(h));

(c) keskmise juhu ajalist keerukust kujul ©(f(h)) (keskmise maaramisel
arvestada, et iga voimalik puu tippude arv esineb sama sagedusega).

Koik hinnangud esitada voimalikult lihtsa funktsiooniga f ja pohjendada. Aritmee-
tilise tehte sooritamine lugeda elementaaroperatsiooniks.

9.34. (s) Kahendpuud, mille juurtipul ja igal vahetipul on parajasti kaks al-
luvat, nimetame tdis-kahendpuuks. Sellise struktuuriga on ka kéiesolevas vaadel-
dav aritmeetilise avaldise puu. Kahelehelisi tdis-kahendpuid on {iks, kolmelehelisi
kaks.

Programmeerida funktsioon, mis argumendile n vastavalt leiab erinevate n-
leheliste tédis-kahendpuude arvu.

Niiteks n = 4 korral on tulemuseks 5, n = 8 korral on tulemuseks 429.

IV Mets

9.35. (s) Mitu puud on mets?

9.36. Nummerdada joonisel 4 kujutatud metsa tipud
(a) eesjarjestuses;

(b) loppjarjestuses.

9.37. Kirjutada algoritm, mis antud kahendpuu korral konstrueerib vastava
tavapuude metsa.

9.38. Kirjutada algoritm, mis antud metsa korral konstrueerib sellele vastava
kahendpuu.

Joonis 4: Kahepuuline mets.
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Joonis 5: Kolmepuuline mets.

9.39. Esitada kahendpuu kujul
(a) joonisel 5 kujutatud mets;

(b) joonisel 6 kujutatud mets.

9.40. Milline mets esitub
(a) joonisel 7 kujutatud kahendpuuna?
(b) joonisel 8 kujutatud kahendpuuna?

9.41. Toestada, et kahendpuude ja metsade vahel on voimalik iiksiithene vas-
tavus.

Joonis 6: Mets.
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Joonis 8: Mets kahendpuuna.

V Pakkimine

9.42. (s) Antud teksti
(a) aajbcadefbabgihiiafh;
(b) vanapaganavanaema
korral

e joonistada vastav Huffmani puu;
e koostada antud tekstis esinevate siimbolite Huffmani koodide tabel;
e kirjutada antud teksti Huffmani kodeering (bitijarjendina).

9.43. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.
Antud: tekst s (sbnena).
Tulemus: Huffmani algoritmiga leitud koodipuu teksti s jaoks.
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9.44. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.

Antud: koodipuu kdp, selle tipp t ja 0-1-rada (bitijarjend) puu kdp juurtipust
tipuni t.

Tulemus: tipust t algava alampuu iga lehttipu u korral viljastatud 0-1-rada kdp
juurtipust tipuni u.

9.45. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.

Antud: tekst s.

Tulemus: Huffmani algoritmiga leitud koodipuu teksti s jaoks ja selle pohjal
prefiks-kodeeritud s.

Vorrelda efektiivsust (pakkimata teksti ja pakitud teksti pikkuste suhet) mone
enamkasutatavama pakkimisprogrammiga.

9.46. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.
Antud: prefiks-kodeeritud tekst s ja kodeerimisel kasutatud koodipuu.
Tulemus: teksti s dekodeerimisel saadud sone.

9.47. Koostada prefiks-kodeerimisel pohinev ,kriipto-programm®, mis saab ka-
sutajalt kolme faili nimed ja tegevuse tunnuse. Failideks on f in, f out, f kdp. Kui
tegevuseks on pakkida, siis failis f in olev tekst prefiks-kodeeritakse, tulemus pa-
kitakse faili f out ja kodeerimisel kasutatud koodipuu salvestatakse faili f kdp.
Kui tegevuseks on lahtipakkida, siis failist f in saadav prefikskood dekodeeritakse
tekstiks faili f out, kasutades failis f kdp olevat koodipuud.



10. Otsimispuud

I Kahendotsimise puu

Kahendotsimise puu ([1], lk 28-32) ehk kahendotsimispuu igas tipus paikneb iiks
(andme)kirje. Etteantud votmega kirje otsimine toimub tippudeks olevate kirjete
seast nende votmete jargi. Tipus t oleva kirje votit tdhistame t.véti. Joonisel nii-
datakse kahendotsimise puu igas tipus ainult vastava kirje votmevaartus. Kahend-
otsimise puu on kirjete hulka kujutav andmestruktuur, mille operatsioonivarusse
kuuluvad nii kirje otsimise kui ka lisamise ja eemaldamise operatsioonid.

10.1. Millised joonisel 9 kujutatud puudest on kahendotsimispuud?

10.2. Miks ei saa sdtestada, et kahendotsimise puu peab alati olema tédielik
kahendpuu ([1], 1k 28)?

10.3. (s) Programmeerida funktsioon kontrollimaks, kas antud kahendpuu on
kahendotsimise puu.

10.4. (s) Joonistada koik korduvate votmeteta kahendotsimispuud, milles on
parajasti kirjed vOotmetega

(@ 1,23
() 1,23 4;
(© 1,2,34,5.

10.5. Konstrueerida voimalikult madal kahendpuu, mille tippudeks on siim-
bolid Teie ees- ja perekonnanimest ning mille tippude keskjérjestus annaks Teie
ees- ja perekonnanime. Asendada selles kahendpuus tdhed paarikaupa erinevate
arvuliste votmetega nii, et moodustuks kahendotsimise puu nende vétmete jéargi.
Joonistada kahendotsimise puu, mis on saadud sellest puust juurtipu eemalda-
misel.

Joonis 9: Kolm kahendpuud.
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Joonis 10: Kolm kahendotsimispuud.

10.6. (s) Programmeerida funktsioon, mis etteantud kahendotsimispuus T
asendab selle puu tippudes olnud votmed erinevate votmetega 1,....n, kus n on
puu T tippude arv, nii et puu jaab kahendotsimispuuks.

10.7. (s) Eemaldada joonisel 10 kujutatud kahendotsimispuudest juure kirje,
joonistada iga puu seis parast seda operatsiooni.

10.8. Eemaldada joonisel 10 kujutatud kahendotsimispuudest kirjed nédidatud
jarjekorras:

(a) esimesest puust kirjed votmetega 8,7,2,1,3,0,9, 5, 6, 4;
(b) teisest puust kirjed votmetega 7, 0, 8, 5, 2, 3,4, 1, 9, 6;
(c) kolmandast puust kirjed votmetega 8, 4,1, 3,2, 5,7, 6, 9, 0.

Joonistada vélja puu seis parast iga eemaldamist.

10.9. Lisada algselt tiihja kahendotsimispuusse jarjest kirjed votmetega
(a) 40, 35, 36, 60, 44, 41, 55, 44, 43, 45;
(b) 95,10, 40, 10, 40, 35, 80, 75, 96, 30.
Eemaldada tulemuseks olevast kahendotsimispuust vahima vétmega kirje; joonis-

tada puu seis parast seda operatsiooni. Seejirel eemaldada tulemuspuust omakor-
da vahima v6tmega kirje; joonistada puu seis selle operatsiooni jarel.

10.10. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.

Antud: kahendotsimispuu kop (v6tmed unikaalsed) ja lisatav kirje votmega k.

Tulemus: tipp votmega k lisatud antud kahendotsimispuusse kop; kui voti k
juba leidus, siis ei tehta midagi.
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10.11. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.

Antud: kop - kahendotsimispuu, t - selle tipp, y - tipu t {ilemus (A, kui t on kop
juurtipp).

Tulemus: tipp t eemaldatud kahendotsimispuust kop.

10.12. (v) Jérjendit sorteeritakse jargmise stabiilse meetodi kohaselt: alguses
paigutatakse jérjendi elemendid kahendotsimispuusse, ldbides jarjendit paripidi,
ja seejérel, labides puu keskjarjestuses, leitakse tulemus. Paigutades kahendpuus-
se jarjendi elementi X osutus, et selle votme vaartus vordub kahendpuu juurkirje
votme vaartusega. Kummasse puu harusse paigutatakse x?

10.13. Kasutades vahestruktuurina kahendotsimispuud, sorteerida ahel, milles
on jérjest kirjed votmetega

(a) 55, 70, 80, 63, 24, 33, 72, 15, 25, 51, 47, 12, 60, 40, 70;
(b) 40, 88,50, 15, 27, 25, 55, 56, 60, 75, 24, 12, 44, 90, 89, 37, 57, 81, 18, 36;
(c) 46, 20, 35, 26, 18, 71, 63, 50, 25, 33, 87, 11, 25, 80, 59, 40, 52, 11, 76, 55,

rakendades meetodi stabiilset varianti. Joonistada kahendotsimispuu l6ppseis
ning sorteeritud ahel.

10.14. (sv) Kuidas programmeerida jarjestamine kahendotsimispuu abil nii, et
oleks tagatud halvima juhu ajaline keerukus O(nlogn), kus n on jarjendi kirjete arv.

10.15. (s) Sonastada algoritm, mille sisendiks on kaks kahendotsimispuud ja
valjundiks iiks kahendotsimispuu, mis sisaldab kéik sisendpuude kirjed. Algoritm
peab tootama lineaarse ajalise keerukusega tippude koguarvu suhtes.

10.16. Kirjutada algoritm kahendotsimispuust suuruse poolest teise votmega
elemendi leidmiseks (puud muutmata).

10.17. Kahendotsimispuu juure kirje eemaldamise operatsiooni v&ib kirjeldada
vastastikku rekursiivsena vdhima votmega kirje eemaldamise operatsiooniga. Mitu
rekursiivset poordumist juure kirje eemaldamise operatsiooni poole sellisel juhul
arvutuse kdigus maksimaalselt toimub (algset véljakutset arvestamata)?

10.18. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.
Antud: n > 0.

Tulemus: n-tipuline juhu-kahendotsimispuu.

Voimalik skeem:

e luua n-tipuline juhu-kahendpuu kp;

e luua n-elemendiline juhuarvude sorteeritud jirjend a (niiteks juhu-
arvudest 16igult [1;99);

e omistada arvud jarjendist a kahendpuu kp tippude mérgenditeks tip-
pude keskjarjestuses.
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10.19. Programmeerida rekursiivne funktsioon jargmise iilesande lahendami-
seks.

Antud: kop - mittetiihi kahendotsimise puu, t - selle tipp ja arv k, mille kohta
(ja tilemust) otsida alates tipust t.

Tulemus: paar (t1,t2), kus

e t1 on tipp, milles arv k leiti (v6i A, kui arvu ei leitud);
e t2 ontliilemus (v6i A, kui t1 on juurtipp);

e juhul, kui arvu ei leitud (t1 = A), siis t2 on tipp, millele arv k sobiks
alluvaks.

10.20. (s) Toestada, et ei leidu halvima juhu ajalise keerukusega ©(n) algorit-
mi, mis paigutab kahendotsimispuusse n-elemendilise sorteerimata jarjendi kirjed.

10.21. (s) Antud kahendotsimispuu langetab selles olnud lehed jarjekorras va-
sakult paremale. Kui tulemuseks ei ole tiihi puu, siis ka see langetab lehed samal
moel. Kuni 16puks on langetatud ka puu juur. Langetatud tippudes olnud kirjete
votmed paigutatakse loetellu langemise jarjekorras.

(a) Programmeerida funktsioon leidmaks etteantud kahendpuu langenud
lehtede votmete loetelu.

(b) Kirjutada algoritm leidmaks mingi kahendotsimispuu tippude (votme-
te) eesjérjestus, kui antud on vaid selle langenud lehtede vStmete loe-
telu.

Voib eeldada, et kirjete votmed on unikaalsed.

10.22. (s) Programmeerida funktsioon, mis (ilma kahendpuud rekonstrueeri-
mata) kontrollib, kas antud paarikaupa erinevate votmete jarjend esindab mingi
kahendotsimise puu loppjarjestust.

IT AVL-puu

Kokkuleppeliselt, AVL-puu topeltpodrded on vasakparem- (algul vasakus harus va-
sakpoore, seejarel kogu puus parempoore) ja paremvasakpoore (algul paremas
harus parempdore, seejérel kogu puus vasakpoore). Moiste ,kahekordne poore”
on slinoniilimiks m&istele ,topeltpoore®.

10.23. (s) Selgitada, mille poolest on AVL-puu eelistatum kui suvaline kahend-
otsimispuu.

10.24. (v) Millised joonisel 11 kujutatud puudest on AVL-puud?

10.25. (s) Olgu puu juurtipu stigavuseks 0, selle otseste alluvate siigavusteks
1 jne. Kas AVL-puus saab olla lehttippe nii stigavustel 2 kui ka 5? Kui selline puu
eksisteerib, siis tuua nédide. Vastasel juhul pohjendada, miks sellist pole.
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Joonis 11: Viis kahendotsimispuud.

10.26. Joonistada korgusega 4 AVL-puu, milles leidub ainult iiks lehttipp, mille
eemaldamine ei rikuks tasakaalu. Méargistada see graafi tipp ning pohjendada,
miks just see on ainus.

10.27. (s) Joonistada iiks minimaalse tippude arvuga viietasemeline AVL-puu.

10.28. Tuua niide AVL-puust, mille lehttippude seas on enamuses sellised, mil-
le eemaldamisel 1dheb vaja puu tasakaalustamist.

10.29. (sv) Millise korgusega saab olla 60-tipuline AVL-puu? (Puu korguseks
lugeda selle viimase taseme number.)

10.30. Programmeerida funktsioon, mis koostab jérjendi antud AVL-puu kdi-
gi lehttippude siigavuste hulgast (iga véimalik stigavus esineb tulemusjirjendis
parajasti liks kord).

10.31. Joonistada AVL-puu, milles leidub lehti vdahemalt kolmel eri tasemel.

10.32. (v) Uhe AVL-puu kohta on teada, et selles leidub lehttippe siigavustega
50ja 100 Millistel siigavustel veel leidub selles puus kindlasti lehttippe?

10.33. Programmeerida rekursiivne funktsioon kérgusega h AVL-puu generee-
rimiseks jargmisel viisil:
e kui korgus on 1, luua lehttipp;
e kui korgus on 0, tagastada tiihiviit;

e kui korgus h > 1, siis luua juurtipp ning sellele kaks alampuud vasta-
valt juhuslikult valitud koérgustega: kas (h—1,h—1), (h—1,h—2) v6i
(h - 27 h— 1)’

e funktsioon tagastab viida juurtipule.

10.34. Programmeerida funktsioon antud AVL-puu tippude arvu leidmiseks.
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10.35. (s) Programmeerida funktsioon etteantud tippude arvuga ja struk-
tuuriga AVL-tasakaalus oleva kahendpuu tippude tiitmiseks mingite tdisarvudega
nii, et tekiks AVL-puu.

10.36. (s) Programmeerida funktsioon AVL-puu véljastamiseks konsoolile (igas
reas puu iihe taseme tipud sobiva taandega).

10.37. Programmeerida funktsioon antud votmevéartusega kirje otsimiseks
AVL -puust.

10.38. (s) Milline on suurim puu tippude arv x, mille jaoks leiduvad AVL-puud
on koik {ihe ja sama korgusega?

10.39. (s) Leida vahim tippude arv x, mille jaoks leidub kolm erineva korgusega
AVL-puud.

10.40. (sv) Tahistagu c(h) kdérgusega h AVL-puu minimaalset tippude arvu.
Leida rekurrentne seos c(h) jaoks.

10.41. (s) Toestada, et AVL-puu kdrgus h < log.n+1,kus 1<c< 2.

10.42. (s) Programmeerida voimalikult efektiivne funktsioon, mis etteantud
kahendpuu korral kontrollib, kas selle igas tipus on rahuldatud AVL-tasakaalu tin-
gimus. Lisavalja, kus oleks salvestatud puu kérgus, tippudes ei ole.

10.43. (s) Programmeerida rekursiivne funktsioon jirgmise iilesande lahenda-
miseks.
Antud:

e kahendpuu kp, milles iga tipuga on seotud kérgusevali .h;
e kptipp t;
e tiput iilemus (A, kuit on kp juurtipp).

Tulemus: kp tasakaalu rikkekohtade list paaridest (v,y), kus

e v on AVL-rikkega tipp, st v vasaku ja parema alampuu korgused erine-
vad rohkem kui iihe vorra;

e yon selle tipu (v) iilemus (vdi A, kui v on kp juurtipp).

10.44. (s) Toestada, et AVL-puu otsimis- ja lisamisprotseduurid on ajalise kee-
rukusega O(logn), kus n on puu tippude arv.

10.45. (s) Kirjutada programm, mis sisendina antud kahe AVL-puu tipukirjetest
moodustab uue AVL-puu. Programmi ajaline keerukus peab olema O(m+ n), kus
mja n on sisendpuude tipukirjete arvud.
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III AVL-puu poorded

10.46. Sooritada joonisel 12 kujutatud kahendotsimispuudes parempdore.
10.47. Sooritada joonisel 13 kujutatud kahendotsimispuudes vasakpoore.

10.48. Millistes kahendotsimispuudes on vdimalik teha vasakparempdoret?
(Vastust mitte anda teiste poorete véimalikkuse kaudu.)

10.49. Sooritada
(a) vasakparempOore;
(b) paremvasakpoore

neis joonistel 12 ja 13 antud kahendotsimispuudes, milles voimalik.

TN

Joonis 12: Neli kahendotsimispuud.

N

Joonis 13: Neli kahendotsimispuud.
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Joonis 14: AVL puu.

10.50. Joonistada
e mingi 11-tipuline AVL-puu;
e AVL-puu, mis saadakse sellest parast juurtipus oleva kirje eemaldamist
(vajadusel tasakaalustamist rakendades).

10.51. Esitada ndide AVL-puu tasakaalustamisest kahekordse poordega.

10.52. Joonistada AVL-puu, millest tipu eemaldamisel saadakse (enne poor-
deid) tasakaalustamata puu, kus koik lehed on

(a) eri tasemetel;
(b) samal tasemel,
ndidates ka eemaldatava tipu.
Tasakaalustada see puu. Joonistada saadud kahendpuule vastav harilik puu
(mets).
10.53. (s) Algselt tiihja AVL-puusse lisatakse jarjest kirjed
(a) (reaalarvuliste) votmetega 11, 13, 16, 14, 12, 19, 18, 17, 16.5ja 13.5;
(b) votmetega 10, 28, 88, 56, 58, 44, 33, 32, 16ja 29.

Kujutada joonisel puu seis parast iga lisamist.

10.54. Eemaldada joonisel 14 kujutatud AVL-puust jarjest kirjed votmetega 8,
9,5, 0, 2, 1. Kujutada joonisel puu seis parast iga eemaldamist.

10.55. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.
Antud:

e kahendotsimispuu kop AVL-rikkega iihes tipus ([1], joonis 2.4 véi selle
peegeldus);
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e kolm tippu — rikkega tipp a (allaviidav), selle alluv b (iilesviidav), tipu
a iilemus y (A, kui a on kop juurtipp).

Tulemus: antud kahendotsimispuus kop sooritatud tasakaalustamise vote (ehk
poore).

10.56. Programmeerida funktsioon kirje lisamiseks (koos tasakaalustamisega)
AVL-puusse.

10.57. Programmeerida funktsioon kéikide antud vétmevéaartusega kirjete
eemaldamiseks (koos tasakaalustamisega) AVL-puust.

10.58. Programmeerida funktsioon, mis lahendab jargmise iilesande.

Antud: kahendotsimispuu kop, mis on saadud AVL-puust selle iihe tipu eemal-
damisel voi tihe tipu lisamisel.

Tulemus: kui esineb AVL-rike, siis see parandatud, st kop teisendatud AVL-
puuks. (Vt ka [1], joonis 2.4, joonis 2.5.)

10.59. AVL-puus sooritatakse mingi lehttipu eemaldamine ilma jargneva tasa-
kaalustamiseta. Seejarel labitakse kogu puu 16ppjarjestuses, sealjuures iga tipu
korral kontrollitakse, kas on vaja teha selles tipus mingi poore, ja vajadusel see
sooritatakse. Kas tulemuseks on alati AVL-puu? Kui jah, siis mille poolest on see
variant kehvem tavapirasest; kui ei, siis tuua kontranéide.

IV Mitmerajaline otsimispuu

Mitmerajalise otsimispuu praktikas tdhtsamaks erijuhuks on B-puu ([1], 1k 35).

10.60. (v) Mitu kirjet minimaalselt ja mitu kirjet maksimaalselt saab olla
(a) kolmandat jarku B-puu;
(b) theksandat jarku B-puu

juurtipus; vahetipus?

10.61. Joonistada koik viiendat jarku B-puud, milledes on parajasti seitse kirjet
votmetega 1, 2, 3, 4, 5, 6 ja 7. POhjendada, et rohkem selliseid B-puid ei ole.

10.62. Konstrueerida 5-tipulise seitsmendat jarku B-puu néide.

10.63. Joonisel 15 kujutatud B-puu struktuuris téita tithjad vétmekohad sobi-
vate vaartustega. Mis voiks olla selle B-puu jark?

10.64. Kas AVL-puu on struktuurilt B-puu alaliik, kus jark on 2?
10.65. Kas B-puud on voimalik defineerida induktiivselt?

10.66. Kas mjarku B-puu méératluses voiks juurest erinevate tippude kirjete
arvu alampiiriks lugeda | ™5 |?
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Joonis 15: B-puu néitestruktuur.

10.67. Esitada néide kirje lisamisest (vihemalt kolmetasemelisse) B-puusse,
mille korral selle juur iiletditub.

10.68. Tuua nédide kolmandat jarku vihemalt kahe tasemega B-puust, millest
elemendi eemaldamisel viaheneb tasemete arv. Joonistada t60 algseis, eemaldatav
element ja Ioppseis.

10.69. Lisada algselt tithja neljandat jarku B-puusse jarjest kirjed votmetega
18, 50, 55, 17, 25, 33, 34, 47, 26, 38, 27, 10, 20. Joonistada puu seis iga struktuuri-
muutuse eel ja jarel.

10.70. Lisada algselt tiihja viiendat jarku B-puusse
(a) kirjed votmetega 55, 70, 80, 63, 24, 33, 72, 15, 25, 51, 47, 12, 60, 65, 90,
11, 23;
(b) kirjed votmetega 40, 88, 50, 15, 27, 25, 55, 56, 60, 75, 24, 12, 44, 90, 89,
37,57, 81, 18, 36.

Joonistada seis puustruktuuri iga muutuse (kui tippude arv muutub) eel ja jarel.

10.71. Lahendada {ilesanne 10.70, kui B-puu on
(a) kolmandat jarku;

(b) neljandat jarku.

10.72. Eemaldada kirjed
(a) tiilesandes 10.70;
(b) tilesandes 10.71

koostatud B-puudest samas jérjekorras, nagu nad sinna olid pandud. Joonistada
seis iga puustruktuuri muutuse eel ja jarel.

Eemaldamisoperatsiooni naabrilt laenamise osas eelistada vasakult naabrilt
laenamist, selle puudumisel paremalt naabrilt votmist.
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Joonis 16: B-puu fragment.

10.73. Joonisel 16 kujutatud itheksandat jarku B-puu fragmendis
e tdita tithjad vétmekohad sobivate vadrtustega;
e kirjeldada, kuidas eemaldatakse kirje votmega 967,

e joonistada parast eemaldamist saadud fragment.

10.74. (s) Toestada, et B-puu kdrgus on O(logn), kus n on kirjete arv puus.



11. Kuhjad

I Kahendkuhi

Kahendkuhja esituses massiivina paiknevad kirjed (tipud) jarjestikku kahendpuu
tasemete kaupa ([1], 1k 52). Kui kahendkuhja kujutava massiivi a elementide in-
dekseerimine algab nullist, siis tipu ax alluvad (kui need leiduvad) on ax.1 ja
a2 ning tilemus (kui see leidub) on a;k_1)/2)-

11.1. Millised joonisel 17 esitatud puudest on kahendkuhjad v6i kahendp6ord-
kuhjad? Eemaldada neist kuhjadest juurtipu kirjet niikaua, kuni alles jaab 6 tippu;
seejdrel lisada kirjed votmetega 46 ja 25. Kujutada joonisel puuna kuhja seis pérast
iga eemaldamist/lisamist.

11.2. Kirjutada algoritm kontrollimaks, kas antud kirjemassiiv on kahendkuhi.

11.3. Kirjutada algoritm sellise kirje votmiseks kahendkuhjast, mille voti on
suuruselt teine.

11.4. Millised jargmistest massiividest esitavad kahendkuhja?
|61]50]60] 20|
180[90|50| 79|60 41] 22|
|40[33[22[30[25[24[21[19]17]16|15]14]|13]12[10]
196 78[86]69]70[81]80|50]61]49|59]79]75]76]
110[20]27|25]24]32]28|35]29]40[41[30]39]

Korrata neis kahendkuhjades suurima elemendi eemaldamist kuni kuhja tiihjaks-
saamiseni. Joonistada seejuures puuna vélja kuhja algseis ning seis iga kirje eemal-
damise jarel.

11.5. Lisada algselt tiihja kahendkuhja jarjekorras kirjed votmetega
(a) 10, 15, 12, 18, 16, 11, 20, 13, 14, 17;
(b) 60, 45, 65, 50, 30, 35, 40, 70, 55, 25.

Joonistada puuna vilja kuhja seis iga lisamise jarel.
Korrata tulemuseks olevais kahendkuhjades suurima elemendi eemaldamist,
kuni kuhi saab tiihjaks. Joonistada puuna vélja kuhja seis iga eemaldamise jarel.

11.6. (v) Sooritada massiivide
| 75|44|35/56/38|36/49/10/70|64|32/72/37/18|16| 14|21|28|19|74|

| 51/60/48/90/8849/75/59/61/91]76/8085/81/70]71/68/55/58/50 |

kuhjastamine. Esitada joonisel algseis ja vaheseisud pérast iga sellist allaviimist,
kus toimus vahemalt kahe tipukirje asukoha muutus, ja 16ppseis puu kujul.
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Joonis 17: Kuhjad.

11.7. Kirjutada
(a) rekursiivne;
(b) mitterekursiivne

algoritm antud massiivi kuhjastamiseks tilesviimist kasutades.

11.8. Sooritada massiivi
|10[15[20]25|35[30] 45|

jarjestamine kuhjameetodil. Joonistada massiivina vilja vaheseis pérast iga vahe-
tust.

11.9. Leida ja parandada viga algoritmis joonisel 18. Hinnata selle algoritmi
ajalist keerukust, kui elementaaroperatsiooniks on kahe votme vordlemine.

sort(a, k)
- - - Antud: a — kahendkuhi massiivina a1, as, ..., ay
--- k — selle iihe elemendi (tipu) indeks (voi k > n)
- - - Tulemus: tagastatakse sorteeritud list,
--- milles on koik votmed tipust k algavast alampuust

k>n?
<— tiihi list
vas := sort(a,2k) - - - vOotmete sorteeritud list vasakust alampuust
par := sort(a,2k + 1) - - - vOotmete sorteeritud list paremast alampuust

tulem := poimida(vas, par)

l<— tulem

Joonis 18: Algoritm iilesandele 11.9.
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11.10. Kirjutada algoritm jargmise iilesande lahendamiseks: kui antud kahend-
kubhi ei ole téielik kahendpuu, siis eemaldada viimasel tasemel olevad tipud.

11.11. Kirjutada algoritm jargmise iilesande lahendamiseks: eemaldada antud
kahendkuhjast tipud, mis asuvad |h/3| viimasel tasemel, kus h on kahendkuhja
korgus.

11.12. Programmeerida voimalikult efektiivne funktsioon, mis votab sisendiks
kahendkuhja kujutava massiivi ja tema mingi indeksi ning véljastab vastavast ti-
pust ldhtuva alampuu koikide tippude kirjed tasemete kaupa.

11.13. Algselt tiihja andmestruktuuri lisatakse n kirjet, millest pooltel on vo-
ti ligikaudu vordne maksimaalse votmega ja iilejaédnute votmed jaotuvad iihtla-
selt iile kogu votmete piirkonna. Vorrelda sellist kirjete lisamise efektiivsust nii
kahendkuhja kui ka kahendotsimispuu korral, kummagi juhu ajalise keerukuse
©-hinnangu (n suhtes) alusel.

11.14. (s) Sonastada voimalikult efektiivne algoritm saamaks kahendotsimis-
puust kahendkuhja, mis sisaldab tépselt samad kirjed. Leida koostatud algoritmi
ajalise keerukuse ©-hinnang (kahendotsimispuu tippude arvu suhtes).

11.15. (s) Programmeerida voimalikult efektiivne funktsioon, mis saab sisen-
diks kaks massiivina antud kahendkuhja ja tagastab mdlema kuhja kirjeid sisal-
dava kahendkuhja massiivina. Anda loodud funktsiooni ®-hinnang sisendkuhjade
suuruste suhtes.

11.16. Kuhja lisatakse ithekaupa jarjendi elemendid jérjekorras vasakult pare-
male. Kirjeldada iga véimaliku pikkuse n jaoks sisendjérjend, mis realiseerib kogu
protsessi ajalise keerukuse halvima juhu.

11.17. Joonistada viis erineva struktuuriga mittetiihja kahendpuud, mis on
korraga nii kahendotsimispuud kui ka kahendkuhjad.
11.18. (s) Juku kaalub massiivi kuhjastamiseks jargmisi protseduure:

(a) igale massiivi elemendile jarjekorras vasakult paremale rakendada
protseduuri viia_alla;

(b) igale massiivi elemendile jérjekorras vasakult paremale rakendada
protseduuri viia_iiles;

(c) igale massiivi elemendile jérjekorras paremalt vasakule rakendada
protseduuri viia_alla;

(d) igale massiivi elemendile jarjekorras paremalt vasakule rakendada
protseduuri viia_iiles.

Millistel neist juhtudest saadakse alati kahendkuhi? Pohjendada.

11.19. (s) Toestada, et kuhjastamise rekursiivse variandi halvima juhu ajaline
keerukus on O(n), kus n on kirjete arv puus.
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11.20. Millisele kahele faktile toetudes saame jéareldada, et n kirjega kahend-
kuhjast iihekaupa elementide vétmine kuni kuhja tiihjakssaamiseni ei saa halvimal
juhul olla kiirem kui ©(nlogn)?

IT Vasakkalduvad kuhjad

11.21. Millised joonisel 19 kujutatud puudest on vasakkalduvad kuhjad, kui
alampuu kaaluks loetakse

(a) tippude arv;
(b) paremkorgus?

Vasakkalduvates kuhjades korrata véhima votmega kirje eemaldamist kuni kuhja
tlihjakssaamiseni. Joonistada kuhja seis iga kirje eemaldamise jarel.

Ry

Joonis 19: Kahendpuud.

11.22. Lisada algselt tiihja vasakkalduvasse kuhja, mille alampuude kaaluks
loetakse tippude arv, jérjest kirjed votmetega

(a) 10,15, 12,18, 16, 11, 20, 13;
(b) 60, 45, 65, 50, 30, 35, 40, 70, 55.

Joonistada kuhja seis iga lisamise jirel. Seejirel korrata tulemuseks olevaist vasak-
kalduvatest kuhjadest vdhima votmega kirje eemaldamist kuni kuhja tiihjakssaa-
miseni. Joonistada kuhja seis iga kirje eemaldamise jarel.

11.23. Olgu antud ahel, milles on jarjest kirjed votmetega
(a) 75,44, 35, 56, 38, 36, 49, 10, 70, 64;
(b) 51, 60, 48, 90, 88, 49, 75, 59, 61, 91, 76.

Sooritada ahela kuhjastamine vasakkalduvaks kuhjaks, kus alampuu kaaluks loe-
takse selle tippude arv.
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III Binomiaalkuhi

11.24. (v) Mitu tippu on binomiaalpuus, mille kérgus on 8?

11.25. (v) Mitmendat jarku binomiaalpuudest koosneb 168-kirjeline bino-
miaalkuhi?

11.26. Olgu n=(Teie siinniaasta)+ (Teie slinnikuu)+ (Teie siinnipdev kuus).
Millist jarku binomiaalpuud esinevad n-kirjelises binomiaalkuhjas?
11.27. Joonistada binomiaalkuhi,
(a) milles on kirjed votmetega 1,2,...,23;
(b) milles on kirjed votmetega 1,2,...,26;

(c) mis saadakse eelmises alamiilesandes (b) tehtud kuhjast suurimat jér-
ku puu juurtipu eemaldamisel.

11.28. Joonistada binomiaalkuhi, milles on 13 kirjet ja vihima votmevaéartuse-
ga kirje asub juurahela suurima astmega puu juurtipus. Seejérel

e kirjeldada, kuidas toimub vdhima votmevaartusega kirje votmine sel-
lest binomiaalkuhjast;

e joonistada pérast vdhima votmevaartusega kirje votmist saadud bino-
miaalkuhi.
11.29. Lisada algselt tiihja binomiaalkuhja kirjed votmetega
(a) 14,19, 29, 24,23 11;
(b) 10, 15, 12, 18, 16, 11, 20, 13, 14, 17;
(c) 60, 45, 65, 50, 30, 35, 40, 70, 55, 25;
(d) 10, 15, 20, 25, 35, 30, 45, 40, 50, 55, 60, 65, 80, 70, 75.
Joonistada kuhja seis iga lisamise jarel.
11.30. Lisada algselt tithja binomiaalkuhja jarjest kirjed votmetega 12, 45, 30,
16, 34, 13, 17, ndidates joonisel kuhja seisu parast iga lisamist. Seejiarel eemaldada

saadud kuhjast kolm korda jarjest vihima votmega kirje, ndidates joonisel kuhja
seisu pérast iga eemaldamist.

11.31. Sooritada iilesande 11.29(a) tulemuseks oleva binomiaalkuhja ithenda-
mine
(a) tlesande 11.29(d);
(b) tlesande 11.29(c)

tulemuseks oleva binomiaalkuhjaga. Néidata koik operatsioonid, mis binomiaal-
puid muudavad (kujutada joonisel kuhja seis enne ja parast).
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11.32. Alustades
(a) tiilesande 11.29(a);
(b) tilesande 11.29(c)

tulemuseks olevast binomiaalkuhjast, korrata vihima votmega kirje eemaldamist
kuni kuhja tiihjakssaamiseni. Joonistada vélja kuhja seis iga eemaldamise jarel.

11.33. Olgu antud ahel, milles on jarjest kirjed votmetega
(a) 75,44, 35,56, 38, 36, 49, 10, 70, 64, 32, 72, 37, 18, 16, 14, 21, 28, 19, 74;
(b) 51, 60, 48, 90, 88, 49, 75, 59, 61, 91, 76, 80, 85, 81, 70, 71, 68, 55, 58.

Sooritada ahela kuhjastamine binomiaalkuhjaks, tehes ka selgitava joonise.

11.34. Millises olukorras tekib kahe binomiaalkuhja ihendamisel sama jarku
puude kolmik?

11.35. (s) Millised juhud on iiksiku kirje lisamisel suure kirjete arvuga bino-
miaalkuhja halvimad (algoritm suhteliselt kdige aeglasem) ja millised parimad?

11.36. Millised kuhjadel teostatavad operatsioonid on kahendkuhjal ja bino-
miaalkuhjal erineva halvima juhu keerukusega? Pohjendada, tuues dra vastavad
keerukushinnangud.

11.37. Toestada, et binomiaalkuhjast vihima eemaldamise protseduuri halvi-
ma juhu ajaline keerukus on ©(logn), kus n on kuhja kirjete koguarv.

11.38. (s) Toestada, et kahe binomiaalkuhja {thendamisprotseduuri halvima
juhu ajaline keerukus on ©(log(n+ m)), kus mja n on kuhjade kirjete arvud.

11.39. Binomiaalkuhi esitatakse klassikaliselt lihtahelana, mille elemendid on
kuhja binomiaalpuud jargu kasvamise jarjestuses. Binomiaalpuude sees aga esita-
takse harud lihtahelas jargu kahanemise jarjestuses. Selgitada, miks olukorras, kus
ainsaks kasutatavaks operatsiooniks on uue elemendi lisamine binomiaalkuhja, on
klassikaline esitus eelistatum vorreldes variandiga, kus binomiaalkuhja puud esi-
tatakse lihtahelas jargu kahanemise jarjestuses nagu puude harudki.



12. Klasside kujutamine

Kiesolevas jaotises eeldame, et klassipuu tippudele on otseligipaas. Lubatud ope-
ratsioonideks on tipu lilemuse leidmine, iilemusviida muutmine, klassi kanoonilise
esindaja leidmine ja klasside {ihendamine.

12.1. Selgitada, miks on ebaefektiivne klassijaotuse hoidmine

(a) listidena, igas listis {ihe klassi elemendid;

(b) metsana, kus klassi elemendid paiknevad puus, mille juurtipuks on

kanooniline esindaja ja igast tilejddnud tipust osutab viit juurtipule.

12.2. Olgu antud Galler-Fischeri meetodil esitatud klassijaotus, kus alguses
moodustavad kirjed a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, ], k, | igaiiks omaette klassi. Teostada
jarjekorras jargmised klasside {thendamised:

D
3)
5)
7)
9
11)

a klass b klassiga;
a klass d klassiga;
g klass h klassiga;
d klass h klassiga;
i klass | klassiga;
j klass | klassiga;

Joonistada 16ppseis.

2)
4)
6)
8)

10)
12)

c klass d klassiga;
eklass f klassiga;
f klass g klassiga;
a klass e klassiga;
k klass | klassiga;
a klass | klassiga.

12.3. Olgu antud Galler-Fischeri meetodil esitatud klassijaotus, kus alguses
moodustavad kirjed a, b, c, d, e, f, g, h, i, ] igaiiks omaette klassi. Teostada jérje-
korras jargmised klasside ithendamised:

D
3)
5)
7)
9

a klass b klassiga;
¢ klass a klassiga;
d klass e klassiga;
j klass h klassiga;
j klass i klassiga;

Joonistada vélja 16ppseis.

2)
4)
6)
8)
10)

b klass c klassiga;
d klass a klassiga;
f klass g klassiga;
b klass f klassiga;
d klass j klassiga.

12.4. Olgu antud teede 6gvendamisega kdrgusoptimeeringuta Galler-Fischeri
meetodil esitatav klassijaotus, kus kus alguses moodustavad kirjed a, b, c, d, e, f,
g, h, i igaiiks omaette klassi. Teostada jarjekorras jargmised iihendamised:

D
3)
5)
7)

a klass i klassiga;
f klass e klassiga;
a klass c klassiga;
h klass i klassiga.

b klass a klassiga;
eklass d klassiga;
a klass e klassiga;

Kujutada joonisel seis iga ithendamise jarel. Mitmesse klassi jagunevad kirjed
too 16pul? Esitada kirjete nimekirjad 1oppseisu klasside kaupa.
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12.5. Kasutades korguse jéargi optimeeritud ithendamist, lahendada
(a) iilesanne 12.3;
(b) tilesanne 12.2.

12.6. Olgu antud Galler-Fischeri meetodil esitatud klassijaotus, kus alguses
moodustavad kirjed a, b, c, d, e, f, g, h, i, ] igaiiks omaette klassi. Teostada jérje-
korras jargmised klasside {thendamised, kasutades korguse jargi optimeeritud 1a-
henemist:

1) aklass b klassiga; 2) bKklass c klassiga;
3) dKklass f klassiga; 4) i klass aklassiga;
5) bKklass b klassiga; 6) cklass d klassiga;
7) f klass i klassiga; 8) eklass g klassiga;
9) j klass h klassiga; 10) gklass j klassiga;
11) dKklass g klassiga; 12) aklass c klassiga.

Joonistada 16ppseis.
12.7. Kasutades korgusoptimeeringu asemel teede 6gvendamist, teostada ope-
ratsioonid
(a) iilesandest 12.2;
(b) ilesandest 12.3;
(c) tilesandest 12.6.

Joonistada seis parast iga iihendamist.

12.8. Kasutades teede 6gvendamist koos {ihendamisega pseudokdrguse jargi,
teostada operatsioonid

(a) iilesandest 12.2;
(b) tilesandest 12.3.
Joonistada seis parast iga iihendamist.
12.9. (s) Kas klassijaotuse esituses Galleri-Fischeri meetodil (optimeeringutega

voi ilma) saab klassipuu muutus toimuda ilma sinna tippe lisamata? Tuua niide
sellisest muutusest, voi pohjendada, miks ei saa.

12.10. (s) Miks korgusoptimeeringuga Galler-Fischeri meetodi realisatsioonis
hoitakse korgusi malus?

12.11. (s) Miks kasutatakse topeltoptimeeringuga Galler-Fischeri meetodis
korguse asemel heuristikut?



13. Graafi labimine

Graafi ldbimisel liigutakse tipust tippu mooda graafi kaari (voi servi). Tipus, ku-
hu joutakse, toodeldakse tipu info (nt véljastatakse tipu number) parajasti iiks
kord. Tippude tootlemise jarjekord madrab tippude jérjestuse konkreetse 1dbimis-
viisi korral.

I Labimise liigid

Graafi siigavuti ldbimise rekursiivne algoritm on esitatud opikus ([1], 1k 108). Kuna
selles tipu (a) to6tlemine (f(a)) on ette ndhtud enne tsiiklit, siis on tegemist siiga-
vuti ldbimisega eesjérjestuses. Kui to6tlemisfunktsiooni rakendataks pérast tsiikli
taitmist, oleks tegemist siigavuti labimisega 16ppjarjestuses. Vaikimisi motleme sii-
gavuti labimise all 1abimist eesjarjestuses.

Graafi ldbimise mitterekursiivses protseduuris hoitakse abihulgas Q (nn fron-
dis) tippe, mis on juba vaadeldud (milleni on juba joutud), kuid millest tuleb veel
piitida edasi liitkuda. Protseduuri pohiosaks on tsiikkel, milles vSetakse iiks tipp
frondist vélja ning fronti pannakse valjavoetud tipu koik veel vaatlemata naabrid,
ithtlasi seades need vaadelduteks. Labimise liigi méddrab frondi andmestruktuur:
kui Q on magasin, siis on tegemist graafi stigavuti 1abimisega (eesjarjestuses), kui
Q on jarjekord, siis laiuti ldbimisega. Front algatatakse sinna iihe (l&hte)tipu lisa-
misega. Tsiikkel 16peb, kui front on tiihjaks saanud.

Maérgime, et tippude jarjestus graafi labimisel (nii siigavuti kui ka laiuti) ei ole
itheselt méaaratud, soltudes sellest, millises jarjekorras toimub tsiiklis tipu naabrite
vaatlusele vStmine.

13.1. Kas graafi, milles on palju tippe, kuid vaid moni iiksik kaar, on otstarbe-
kam esitada ahelstruktuurina voi naabrusmaatriksina ([1], 1k 44)?
13.2. (v) Vottes lahtetipuks tipu a, 1dbida joonistel 20 ja 21 esitatud graafid
(a) laiuti;
(b) siigavuti eesjérjestuses;
(c) siligavuti 16ppjarjestuses.
Koigil juhtudel kirjutada iiles tipud t6otlemise jarjekorras.

13.3. Kirjutada graafi laiuti labimise algoritm leidmaks koik tipud antud graa-
fis, mis on etteantud tipust saavutatavad.

13.4. (s) Kirjutada graafi laiuti labimise algoritm, milles frondi andmestruk-
tuuriks on jérjend, kuhu saab tippe ainult lisada.

13.5. (v) Mitmel erineval viisil saab laiuti 1dbida joonisel 20 toodud graafi, kui
alustada tipust a?
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Joonis 20: Graaf {ilesannetele 13.2 ja 13.5.

13.6. (s) Kirjutada algoritm leidmaks, mitmel erineval viisi saab antud graafi
(a) laiuti labida;
(b) siigavuti 1abida,
alustades antud ldhtetipust.

13.7. (sv) Kas graafi siigavuti ldbimise algoritm on halvimal juhul lineaarse
keerukusega (tippude arvu suhtes)?

13.8. (s) Kirjutada algoritm mis leiab {ihe tee antud graafis ithest antud (ldh-
te)tipust teise (siht)tippu
(a) graafi siigavuti ldbides;
(b) graafi laiuti labides.

13.9. (s) Kirjutada graafi siigavuti labimisel pohinev rekursiivne algoritm leid-
maks koik teed antud graafis ithest antud (ldhte)tipust teise (siht)tippu.

13.10. Joonistada kolm erineva struktuuriga 5-tipulist graafi, millest igaiihe nii
stigavuti kui ka laiuti 1abimisel to6deldakse tipud samas jarjekorras.

13.11. (v) Leida tugevalt sidusa graafi laiuti I&bimise algoritmi parima juhu ja
halvima juhu ajalise keerukuse ®-hinnangud tippude arvu suhtes.

Joonis 21: Graaf iilesannetele 13.2 ja 13.29.
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13.12. Sonastada {iks originaalne graafitootlusiilesanne, mille (efektiivne) la-
hendamine voiks pohineda graafi siigavuti labimisel. Kirjutada selle {ilesande
lahendusalgoritm.

II Labimise rakendusi

13.13. (s) Kirjutada laiuti labimisel pohinev algoritm, mis kontrollib, kas ette-
antud orienteerimata graaf on tsiikliteta.

13.14. (s) Kirjutada stigavuti ldbimisel pohinev algoritm, mis kontrollib, kas
etteantud orienteeritud graaf on tsiikliteta.

13.15. (s) Sonastada voimalikult efektiivne algoritm, leidmaks antud graafis
koik sellised tipud, mis kuuluvad vahemalt {ihte tsiiklisse. Esitada selle algoritmi
halvima juhu ajalise keerukuse ®-hinnang graafi tippude ja kaarte arvude suhtes.

13.16. (s) Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.
Antud: orienteeritud graaf g ja selle tipp t.
Tulemus: kontrollitud, kas graaf g on puu juurtipuga t.

13.17. Olgu antud geograafiliste punktide graaf, mille iga kaarega (x,y) on
seotud véli .| — langus liikumisel punktist x punkti y. Ohutuimaks teeks kahe punk-
ti vahel nimetame sellist teed, millel suurim lokaalne langus (punktist jargmisse
punkti) on minimaalne. Kirjutada graafi siigavuti 1abimisel pohinev algoritm, mille
kaigus leitakse ohutuim tee antud punktist teise antud punkti.

13.18. Olgu antud geograafiliste punktide graaf, mille iga tipuga on seotud
vastava punkti kdrgus merepinnast.

(a) Kirjutada graafi laiuti labimisel pohinev algoritm, mis kontrollib, kas
kahe antud punkti vahel leidub samakorgustee, st. tee, millel asuvad
punktid on koik {ihe ja sama korgusega.

(b) Kirjutada graafi siigavuti labimisel pohinev algoritm leidmaks sellist
teed antud punktist teise antud punkti, mille kdrgeim tipp on voimali-
kult madalal.

13.19. (s) Olgu labiirint esitatud 0-1-maatriksina, kus 0-element téhistab vaba
kohta. Liikuda vabalt kohalt teisele kohale saab maatriksi piires {iles, alla, vasaku-
le, paremale, tingimusel, et sihtkoht ei ole 1-element. Programmeerida funktsioon
leidmaks labiirindis teid antud ldhtekohast antud sihtkohta.

13.20. (s) Programmeerida funktsioon, mis leiab (kui véimalik) iihe tsiikli, mis
1abib antud graafi antud tippu. Leitud tsiiklis voib olla korduvaid tippe, kuid ei tohi
olla korduvaid kaari.

13.21. Kirjutada algoritm, mis leiab graafis antud tippu ldbivate tsiiklite seast
lithima pikkuse.
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13.22. (s) Koostada programm leidmaks (kui voimalik) Euleri tsiikkel antud
orienteerimata graafis. Euleri tsiiklis 1abitakse iga serv ainult iiks kord. Euleri tstik-
kel leidub parajasti siis, kui graaf on sidus ja iga tipu aste on paarisarv.

13.23. Sonastada jargmise iilesande algoritm.

Antud: kaarepikkustega varustatud graaf ja selle tipp v.

Tulemus: leitud (kui voimalik) tippu v ldbiva lithima tsiikli pikkus (kaarte pik-
kuste summa).

13.24. (s) Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.

Antud: graaf, milles voib esineda ka siimmeetrilisi (edas-tagasi) kaari, ning
selle graafi iiks tipp.

Tulemus: otsitakse iiles {iks péariststikkel ([1], lk 40) [v1,V2,...,V, V1] 14bi an-
tud tipu; leitud tstikkel ,orienteeritakse”, eemaldades antud graafist selle tsiikli
tagasi-kaared (kui neid peaks olema) (vi,vi_1),i =2,3,...kja (v1,V); funktsiooni
vadrtusena tagastatakse tdene, kui tslikkel leidus, vastasel korral — vaar.

13.25. (s) Linna ténavate plaan on esitatud sidusa orienteerimata graafina,
milles iga serv kujutab kahesuunalist tdnaval6iku linna kahe punkti (graafi tipu)
vahel.

Kirjutada algoritm muutmaks plaanil voimalikult palju tdnavaldike {ihesuuna-
liseks (asendamaks servi kaartega), nii et sdiliks voimalus liikuda igast punktist
igasse teise punkti.

13.26. (s) Magikuurordi suurel tablool kuvatakse méendlvalt laskumiste plaan.
Ulaservas on kujutatud lihtepunkt (milleni viib tdstuk), alaservas aga kdigi tee-
kondade I6pupunkt. Méenodlval asuvad kiimned vahepeatus- ja puhkepaigad on
kujutatud samuti punktidena. Punktist punkti viivaid laskumisloike kujutavad
nooled. Seejuures on punase noolega tdhistatud monevorra ohtlikumad lasku-
misldigud. Uhte vahepunkti voib siseneda ja sellest viljuda rohkem kui iiks nool.
Igal hommikul varskendatakse laskumisvoimaluste plaan, vastavalt ilmastiku- ja
hooldusoludele. Kuurordi kiilalistele kavatsetakse edaspidi pakkuda veel voimalus
teha péaring, leidmaks koik marsruudid 1dhtepunktist 16pupunkti, millel on para-
jasti kiilalise poolt sisestatud arv punaseid laskumisloike.

Kirjutada kavandatavat lisavéimalust realiseeriv algoritm.

III Sidus graaf

13.27. (s) Programmeerida funktsioon, mis kontrollib, kas etteantud orientee-
rimata sidus graaf on puustruktuuriga.

13.28. Kirjutada algoritm, mis etteantud orienteeritud graafi korral kontrollib,
kas graaf on tugevalt sidus. Graafi t66 kiigus muuta pole lubatud.

13.29. Sooritada tugeva sidususe komponentide leidmine Kosaraju algoritmi
kohaselt
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Joonis 22: Graaf tilesandele 13.29.

(a) joonisel 21 esitatud graafi korral,
(b) joonisel 22 esitatud graafi korral.

Niidata 16pptulemus, esitades joonisel komponendid nende leidmise jarjestuses
ning samuti tugeva sidususe komponentide graaf.

13.30. Leida joonistel 23 ja 24 esitatud graafide sidususe komponendid Kosa-
raju algoritmiga, vottes graafi ldbimisel mitme voimaluse korral aluseks tédhestiku
jarjestuse. Néidata tippude labimise jarjestus ning komponendid nende leidmise
jarjestuses.

13.31. So6nastada algoritm, mis leiab etteantud orienteeritud graafi korral selle
tugevalt sidusate komponentide arvu.

13.32. Miks graafi ldbimisel pShinevas norga sidususe komponentide leidmise
algoritmis tuleb téodelda ka kaared, mis suunduvad juba labitud tippu?

13.33. Olgu arvutivork kujutatud orienteerimata graafina, milles tippudeks
on vorgus olevad arvutid ja servadeks arvutitevahelised (vorgu)ithendused. Alg-
olukorras saab iga arvutipaar omavahel kommunikeeruda, kas vahetult vo6i 14bi

Joonis 23: Graaf iilesandele 13.30.



92 13. GRAAFI LABIMINE
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Joonis 24: Graaf tilesandele 13.30.

mone(de) teis(t)e arvuti(te). Koostada programm leidmaks (kui voimalik) selline
arvuti (tipp), mille rivist vdljalangemine (nt sulgemine) péhjustaks olukorra, kus
iilejadnutest vahemalt kaks ei saa enam omavahel kommunikeeruda.



14. Kaugusalgoritmid graafidel

I Algoritmi realiseerimine

14.1. Leida iga joonistel 25 — 31 kujutatud graafi korral kauguste puu tipu a
suhtes Dijkstra algoritmiga. Esitada kaarte lisamise jarjekord ja joonistada tule-
museks olev kauguste puu koos koigi tippude kaugustega tipust a.

14.2. Kas Dijkstra algoritmi abistruktuurina sobib kasutada kahendkuhja voi
kahendpoordkuhja? Leida Dijkstra algoritmiga joonisel 32 kujutatud graafi kau-
guste puu tipust a, kasutades abistruktuurina sobivat liiki kuhja. Nédidata kuhja
seis parast iga lisamist ja eemaldamist ning algoritmi 16pptulemus.

14.3. Joonistada 8-tipuline voimalikult vaheste kaartega graaf, mille iihest ti-
pust a on koik 7 tilejadnud tippu saavutatavad ja, alustades Dijkstra algoritmi tait-
mist tipust a, toimub t66 kédigus 6 kauguste parandust. Sealjuures ndidata, millises
jérjekorras ja millises ulatuses toimuvad kauguste parandused.

14.4. Tuua niide kaalutud kaartega orienteeritud graafist (kasutada voib ka
mittepositiivseid kaale), kus Dijkstra algoritm ei arvuta oigeid tippude kaugusi
etteantud tipust. Nédidata ka algustipp, mille korral see juhtub.

14.5. Leida kaugused igast tipust igasse teise tippu joonisel 33 toodud graafis
(a) Floyd-Warshalli;
(b) Bellmann-Fordi

algoritmiga. Ndidata t60 seis enne valimise tsiikli sisu iga tditmist ning 16ppseis.

14.6. Sooritada joonisel 34 esitatud graafides tippudevaheliste kauguste leid-
mine Floyd-Warshalli algoritmiga. Kbigil juhtudel kujutada joonisel t66 seis enne
valimise tsiikli iga sammu, ning l6ppseis.

14.7. (s) Tuua ndide vdhemalt 6-tipulisest graafist, millele Floyd-Warshalli
algoritmi rakendamisel toimub mingi tipupaari jaoks maksimaalne voimalik kau-
guseparanduste arv. Ndidata see tipupaar, millel see kauguste paranemine niiviisi
toimub, samuti algoritmi valimise tsiikli kdigus kisitletavate tippude jarjekord ja
kauguse muutumise protsess selle tipupaari jaoks. Ulejadnud tipupaaride jaoks
kaugusi arvutada pole tarvis.

14.8. Joonistada 4-tipuline graaf, millele Floyd-Warshalli kauguste leidmise
algoritmi rakendades toimub valimise tsiikli igal sammul vidhemalt iihe kauguse
parandus.

14.9. Joonistada voimalikult viikese kaarte arvuga, vihemalt 6-tipuline graaf,
milles kauguste leidmisel Floyd-Warshalli algoritmiga toimub vélimise tsiikli igal
sammul vahemalt ithe kauguse parandus.
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Joonis 28: Graaf iilesandele 14.1.
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Joonis 31: Graaf iilesandele 14.1.
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Joonis 34: Graafid iilesandele 14.6.
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14.10. Programmeerida alljargnevalt spetsifitseeritud funktsioonid.

def naabrusmaatriks(g):
#Antud: graaf g, mille igal kaarel (v,w) on pikkus c(v,w)>=0
#Tulemus: tagastatakse naabrusmaatriks ([1], 1k 102)

def Floyd_Warshall(a): # ([1], joonis 6.11)
#Antud: graafi naabrusmaatriks a
#Tulemus: a on teisendatud kauguste maatriksiks

14.11. Leida Dijkstra algoritmi ajalise keerukuse hinnang, kui frondi Q rollis
kasutada jarjestamata massiivi.

14.12. (sv) Graafis lithimas tees tipust a tippu b on k kaart. Kas voib viita,
et Bellmann-Fordi algoritmi rakendamisel see lithim tee leitakse mitte enne kui
algoritmi valimise tsiikli k-ndal sammul?

14.13. (s) Kuidas Bellmann-Fordi algoritmi abil tuvastada, et graafis leidub
negatiivse pikkusega tsiikkel?

IT Algoritmi valik

Kiaesolevas jaotises eeldatakse pohjendatud valiku tegemist jargmiste kaugus-
algoritmide seast:

e Dijkstra algoritm (rakendatud iga tipu jaoks);
e Floyd-Warshalli algoritm,;

e Bellmann-Fordi algoritm (rakendatud iga tipu jaoks).

Eelistuse leidmiseks vorrelda algoritmide ajalise keerukuse hinnanguid antud iiles-
ande korral. Véimalusel arvestada elementaaroperatsioonide arvu hinnangu kons-
tantidega.

14.14. (v) Graafis, milles on n tippu ja iga tipu viljundaste on

@ | 150
(b) 100

tuleb leida koikide tipupaaride vahelised kaugused. Milline algoritm on eelista-
tuim, kui n voib olla kuitahes suur?

14.15. Graafi G kohta on teada, et selle igast tipust ldheb kaar vdhemalt %1,
kuid mitte rohkem kui % iilejadnud tippudest. Milline algoritm on eelistatuim, kui
on vaja leida koikide tipupaaride vahelised kaugused ja graafi tippude arv voib
olla kuitahes suur?

14.16. Milline algoritm on eelistatuim selleks, et suure tippude arvuga graafis
leida koigi tippude kaugused kahest fikseeritud tipust?
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14.17. Sonastada véimalikult efektiivne algoritm, mis etteantud orienteeritud,
tsiikliteta graafi etteantud tipu jaoks leiab pikimate teede pikkused koigisse sellest
tipust saavutatavatesse tippudesse.

Milline on selle algoritmi halvima juhu ajalise keerukuse hinnang ©(f(m,n)),
kus f on voimalikult lihtne funktsioon, n on graafi tippude arv ja m kaarte arv?

14.18. (s) Sonastada voimalikult efektiivne algoritm, mis etteantud orientee-
ritud, tstikliteta graafi etteantud tipu jaoks leiab pikima sellest tipust algava tee
pikkuse.

14.19. (s) Koostada programm leidmaks antud tugevalt sidusa orienteeritud
graafi diameeter, st pikima otsetee ([1], 1k 106) pikkus selle graafi kahe tipu vahel.

14.20. Olgu Eesti linnade plaan kujutatud orienteerimata graafina, milles
tippudeks on linnad ja servadeks linnadevahelised maanteed. Serva margendiks
on vastava maantee pikkus (km). Koostada programm leidmaks

(a) millise kahe linna vahelisel lithimal teel on kdige rohkem linnu;
(b) millist linna labib koige rohkem kahe linna vahelisi lithimaid teid;

(c) selline linn, mille korral teistest linnadest kauguste (lithimate tihen-
dusteede pikkuste) summa on kéige vaiksem.

14.21. Olgu G n-tipuline tugevalt sidus orienteeritud graaf. Nimetame graafi
tippu v graafi G tsentriks, kui iilejadnud tippude kauguste summa tipust v on mi-
nimaalne (tsentrit ei pruugi leiduda). Sonastada voimalikult efektiivne algoritm
leidmaks antud graafi G tsentrit, eeldusel et antud graafi iga tipu véljundaste on
100 Leida loodud algoritmi keskmise ajalise keerukuse ©-hinnang (tippude arvu
n suhtes).



15. Eeldusgraaf

I Topoloogiline jarjestus
15.1. Sooritada joonisel 35 kujutatud graafi tippude topoloogiline jarjestamine

(a) loppjérjestuse kaudu;

(b) Kahni algoritmiga.

15.2. Sooritada joonisel 36 kujutatud graafi tippude topoloogiline jarjestamine
Kahni algoritmiga.

15.3. (v) Milline on vahim ja milline suurim voimalik n-tipulise tsiikliteta graafi
topoloogiliste jérjestuste arv?

15.4. Leida joonisel 37 kujutatud graafi tippude kolm erinevat topolooglist
jarjestust.

15.5. Joonistada kolm erineva struktuuriga 5-tipulist graafi, millest igaiihel on
tépselt kaks erinevat topoloogilist jarjestust.

15.6. (v) Olgu graafi G kaarteks a— b, c—d, e— f,g—hjai— j. Leida
G erinevate topoloogiliste jéarjestuste arv. Kas Kahni algoritmi sobivalt rakendades
saame need koik selle algoritmi abil ka leida?

15.7. Sénastada voimalikult efektiivne algoritm, mis leiab etteantud tsiikliteta
graafi tippude koikvoimalikud topoloogilised jarjestused.

15.8. (v) Mis juhtub, kui Kahni algoritmi rakendada graafile, milles on orien-
teeritud tsiikkel? Millisel algoritmi t66 hetkel saame tsiikli leidumises kindlad olla?

15.9. (s) Sonastada voimalikult efektiivne algoritm, mis etteantud graafi korral
teeb kindlaks, kas selles leidub tsiikkel voi mitte.

15.10. (v) Kas voib viita, et kui tsiiklit sisaldavale graafile rakendatud Kahni
algoritm peatub, siis iga tipp, mille lisavéli pole O, kuulub mingisse tsiiklisse? Mida
saab Oelda tsiiklite arvu kohta?

15.11. Osutus, et graafile G rakendatud Kahni algoritm peatus, sest sel hetkel
toofrondis Q olevate koikide tippude korral lisavélja véértus oli O-ist suurem. Ka
selgus, et mingi Q-s olev tipp ei kuulu graafi iihessegi tsiiklisse. Joonistada iiks
selline graaf G.

15.12. Orienteeritud graafis G on koik kaared erineva kaaluga. On teada, et
tipud jaotuvad iihisosata mittetiihjadesse alamhulkadesse Ag,...,A o nii, et igast
hulga A tipust ldheb igasse hulga A1 tippu kaar (seda iga i =1,...,9 jaoks)
ning rohkem kaari graafis G ei ole. Kirjeldada voimalikult tépselt selle graafi koik-
voimalikud tippude topoloogilised jarjestused.
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Joonis 37: Graaf iilesandele 15.4.
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15.13. Instituudi juhataja andis korralduse koikide instituudis Gpetatavate ai-
nete vastutavatel dppejoududel esitada (iga) oma aine kohta selle eeldusainete
taielik loetelu (st loetleda koik ained, mis peavad olema ldbitud enne seda ainet).

Koostada programm, mis

e teisendab Gppejoududelt laekunud inforidade <aine, eeldusainel,
eeldusaine2, ... > hulga graafiks, kus tipp esindab ainet, kaar tipust
W tippu V aga seost ,aine W on eeldusaineks ainele v*;

e redutseerib selle graafi eeldusainete liiasusteta graafiks, tehes iihtlasi
valiidsuse (tsiiklite puudumise) kontrolli.

IT Eeldusgraafi analiiiis

15.14. Olgu joonisel 35 antud graaf tehtud eeldusgraafiks, méadrates tippude
labimisajad jargmiselt:
a b c d e f g h i
3 55 7 6 8 3 5 1
Teostada eeldusgraafi analiiiis.

15.15. Olgu joonisel 36 antud graaf tehtud eeldusgraafiks, maarates tippude
labimisajad jargmiselt:
a b c d e f g h i j k
2 1 4 3 91 5 2 2 171
Teostada eeldusgraafi analiiiis.

15.16. Eeldusgraafis on tipud a(5), b(6), ¢(8), d(1), e(1), f(1), g(2), h(2), i(4),
i(4), k(3), 1(3), m(5) (sulgudes tipu ldbimisaeg) ning kaared a— c,b—a, d — b,
d—ge—~f,e—-hg—=eg—=hh—->f foki—>di—=ji—>mj—=kk—m,
| —i,1 =k, | — m. Teostada eeldusgraafi analiiiis.

15.17. (v) Olgu eeldusgraafis n tippu ja mkaart. Millised jargnevad hinnangud
sobivad eeldusgraafi analiiiisi iilesande ajalise keerukuse hinnanguks?

e o
o]
3 3
T F
2 2

e O
e O

15.18. Jukul on vaja iilikooli ldbimiseks sooritada ained a;,ay, . . ., a,, osad neist
on mingitele teistele eeldusaineteks. Nende ainete eeldusgraaf Q sisaldab parajasti
tipud ay, ... ,a, ja kaared & — a;, kus aine & on ainele a; eeldusaineks. Eeldame,
et koiki aineid loetakse igal semestril.

Sonastada algoritm, mis etteantud Q korral leiab iihe sellise ainete ldbimise
semestrite kaupa, mille korral iilikooli stuudiumi l4bimise aeg on véhim.
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III Kriitilised t66d

15.19. Olgu antud iiheksa t66d kaaludega 1,2,...,9. Joonistada kaks erinevat,
koiki neid t6id sisaldavat eeldusgraafi, mis pole ahelad, aga kus koik t66d on Kkrii-
tilised. Uhes graafis olgu pikima tee pikkus voimalikult suur, teises véimalikult
vaike.

15.20. Olgu antud kiimme t66d kaaludega 1,2, ...,10. Koostada neist eeldus-
graaf, millel on tapselt iiks tipp sisendastmega O, tépselt iks tipp valjundastmega
0 ning milles kriitilisi t6id on véimalikult vahe.

15.21. Olgu antud kiimme t66d kaaludega 1,2,...,10. Koostada neist eeldus-
graaf, mis ei ole ahel ja kus koéik tipud on kriitilised t66d.

15.22. (s) Koostada eeldusgraaf, milles on t66d kaaludega 1, 2, 3, 4, 5, kdik
t66d on kriitilised ja kus topoloogilisi jéarjestusi on voimalikult palju.

15.23. (v) Miks leidub eeldusgraafis alati vihemalt iiks kriitiline tee ja milline
see on?

15.24. (v) Kas alati, kui eeldusgraafi tipul leidub eellasi ja kdik vahetud eella-
sed on kriitilised t66d, on ka see tipp ise kriitiline?

15.25. (v) Kas eeldusgraafis saab leiduda t66 sisendastmega vahemalt 1, mille
vahetute eellaste hulgas ei ole iikski t60 kriitiline?

15.26. (v) Kas eeldusgraafis voib leiduda tipp, mis pole ise kriitiline, kuid mille
koik vahetud eellased ja vahetud jérglased on? Joonistada iiks selline graaf voi
pohjendada, miks sellist graafi pole.

15.27. (v) Eeldusgraafis on kolm tippu sisendastmega 0 ja kolm tippu valjund-
astmega 0. Leida esimest liiki tipust teist liiki tippu viivate kriitiliste teede vihim
voimalik arv.



16. Graafi toes

I Toes iildisemalt
16.1. Joonistada vilja joonistel 38 ja 39 esitatud graafide toesed, mis saadakse
graafi
(a) laiuti labimisel;
(b) siigavuti labimisel,

vottes juurtipuks a.
16.2. (v) Mitu erinevat toest leidub joonisel 38 toodud graafil?

16.3. Tuua niide sidusast graafist, millel leidub tépselt 3 erinevat toest. Joo-
nistada need toesed ja pShjendada liihidalt, miks rohkem ei ole.

16.4. Konstrueerida 5-tipuline graaf, millel on tipselt 3 erinevat minimaalset
toest. Joonistada need toesed.

16.5. Tuua niide kaalutud servadega, voimalikult védikese tippude arvuga graa-
fist, kus toes, mis saadakse graafi laiuti ldbimisel abistruktuurina jarjekorda kasu-
tades, ei tarvitse realiseerida koiki lithimaid teid algustipust teistesse tippudesse.

16.6. Tuua naide 5-tipulisest kaalutud kaartega graafist, kus iga kahe tipu vahel
leidub kaar (iihes vdi teises suunas) ja mille puhul graafi laiuti 1dbimisel saadav
toes sisaldab lithimad teed algustipust koigisse tippudesse.

16.7. (v) Sidusa graafi G kohta on teada, et selle kik servad on paarikaupa
erineva kaaluga. Kas voib kindlalt véita, et:
(a) vdhima kaaluga serv kuulub G minimaalsesse toesesse;
(b) suurima kaaluga serv ei kuulu G minimaalsesse toesesse?
16.8. Olgu graaf G mingi riigi linnadevaheliste teede graafi minimaalne toes.

Sonastada voimalikult efektiivne algoritm, mis leiab graafis G kaks teineteisest
koige kaugemal asetsevat linna. Esitada ka vastav ajalise keerukuse hinnang.

Joonis 38: Graaf iilesannetele 16.1 ja 16.2.
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Joonis 39: Graaf iilesandele 16.1.

16.9. (s) Sonastada algoritm, mis etteantud sidusa graafi minimaalsest toesest
leiab algldhendi réandkaupmehe iilesandele.

16.10. Olgu vaadeldava teedegraafi korral raindkaupmehe iilesande lahenduse
Sservade kogukaaluks T ja minimaalse toese servade kogukaal K. Téestada, et

K+k<T<2K,

kus k on suurim serva kaal graafis S.

IT Primi ja Kruskali algoritmid

16.11. Kas Primi algoritmi abistruktuurina sobib kasutada kahendkuhja voi
poordkuhja? Sooritada joonisel 40 kujutatud graafide minimaalsete toeste leid-
mine Primi algoritmiga, kasutades abistruktuurina sellist kuhja. Ndidata jooni-
sel kuhja seis puu kujul pérast iga lisamist ja eemaldamist, ning algoritmi 16pp-
tulemus.

16.12. Primi algoritmis v6ib t66front koosneda nii servadest kui ka tippudest.
Selgitada molemal juhul, millist lisainfot peavad t66frondis olevad kirjed veel
omama.

16.13. Leida iga joonistel 41 - 44 kujutatud graafi korral minimaalne toes Primi
algoritmi kohaselt, kui 1ahtetipuks on a.

16.14. Tuua ndide graafist, kus leidub tipp a, millest alustades annavad Dijkstra
algoritm ja Primi algoritm erinevad toesed. Pohjendada, nédidates dra algustipu a
ja servade lisamise jarjekorra kummagi algoritmi korral.

16.15. Leida joonisel 40 kujutatud graafide minimaalsed toesed Kruskali mee-
todil, kirjutades seejuures iiles ka igal sammul tekkivad tipuklassid.
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Joonis 42: Graaf iilesandele 16.13.
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Joonis 43: Graaf iilesandele 16.13.

Joonis 45: Graaf iilesandele 16.16.
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Joonis 46: Graaf tilesandele 16.17.

16.16. Leida joonisel 45 esitatud graafi minimaalne toes Kruskali meetodil.
Naidata servade lisamise jarjekord ja lopptulemus.

16.17. Sooritada joonisel 46 esitatud graafi minimaalse toese leidmine Kruska-
li algoritmi kohaselt. Sidususkomponente hoida optimeeringuteta Galler-Fischeri
meetodil. Ndidata joonisel t06 algseis ja seis koos klassipuudega iga serva lisamise
jarel.

16.18. Koostada programm, milles on
e realiseeritud Galler-Fischeri klassikiitluse meetod;

e realiseeritud Kruskali algoritm (tipuklasside kiitlus — Galler-Fischeri
meetodil);

e kirjeldatud testiosa.

16.19. (s) Sonastada algoritm antud graafi kdigi erinevate minimaalsete toeste
leidmiseks. Néiteks joonisel 45 esitatud graafil leidub kaks minimaalset toest.

16.20. Asulate plaan on antud orienteerimata graafina, milles tipud esindavad
asulaid ja servad nendevahelisi ithendusteid. Tipu mirgendiks on asula nimi, serva
nimeks — ihendustee pikkus km. Koostada programm, mis leiab rannaku eeskirja
koigi asulate kiilastamiseks modda selle graafi minimaalse toese servi, ldhtudes
etteantud ldhteasulast.

16.21. Milline graafi ldbimisel pohinev algoritm sobib kdige paremini sidusa
graafi toese leidmiseks?

16.22. Joonistada 5-tipuline taisgraaf, mille koik servad on paarikaupa erineva
kaaluga ja millel annavad nii Primi (selles sobivalt algtippu valides) kui ka Kruskali
algoritm sama toese sama kaarte valiku jarjekorraga.

16.23. Lahtume iilesandes 5.12 toodud Eesti linnade vaheliste kauguste ta-
belist. Eeldame, et elektriliini maksimaalne pikkus kahe alajaama vahel, ilma et
elektrikaod liiga suureks muutuksid, on d kilomeetrit. Alajaamad asuvad ainult
tabelis nimetatud linnades. Koostada programm, mis leiab
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(a) Primi algoritmiga;
(b) Kruskali algoritmiga

liinide vihima kogupikkuse, mida on vaja kogu Eesti ,elektrifitseerimiseks®.

Selleks moodustada antud kauguste faili pohjal sobiv graaf ja rakendada sellele
noutud algoritmi. Uhtlasi leida vahim d vaartus, mille korral kéigi linnade (sidu-
sasse) elektrivorku tthendamine on veel voimalik.

16.24. (s) Olgu graafi G tippudeks tilesandes 5.12 toodud tabelis nimetatud
linnad ja kaarte kaaludeks linnadevahelised kaugused selles tabelis. Lihtudes G
minimaalsest toesest, konstrueerida G jaoks ldhend rdndkaupmehe iilesandele.
Katsetada teekonna algpunktidena kdikvoimalikke toese tippe.

16.25. (s) Koostada programm labiirindi genereerimiseks antud mootmetega
ristkiilikusse, rakendades
(a) graafi siigavuti ldbimist;
(b) juhuvalikuga Kruskali toese leidmist;

(c) juhuvalikuga Primi toese leidmist.



17. Varia

17.1. Sonastada voimalikult efektiivne algoritm, mis saab sisendiks kaks jar-
jestatud massiivi ja véljastab sisendmassiivide iihised elemendid. Voib eeldada, et
kumbki sisendmassiiv ei sisalda korduvaid elemente.

17.2. Sonastada voimalikult efektiivne algoritm, mis saab sisendiks rea veebi-
aadresse ja leiab, mitu saadud veebiaadressidest on unikaalsed (ei kordu). Leida
selle algoritmi ajalise keerukuse ©-hinnang.

17.3. Millist andmestruktuuri sobib koige paremini kasutada, kui vajalikud
operatsioonid on kirje lisamine, vihima votmega kirje eemaldamine ja kahe struk-
tuuri ithendamine?

17.4. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.

Antud: jéarjend a (listina).

Tulemus: info jarjendi a elementide korduste kohta — paaride (<element>,
<selle elemendi korduste arv>) list.

Niiteks jarjendi a = [9,0,—-2,9,8,6,0,8,9, —1] korral on tulemuseks list

[(07 2)7 (67 1)7 (87 2)7 (97 3)7 (_Za 1)a (_17 1)]

17.5. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.

Antud: jérjend a (listina) ja naturaalarv k.

Tulemus: jarjend (list), kuhu on lisatud iga vdhemalt k korda esineva elemendi
korral paar (<elemendi vaartus> , <selle esinemisi>).

Naiteks, kui a = [9,0,-2,9,8,6,0,8,9, —1], siis

k = 2 korral on tulemuseks [(0,2), (8,2), (9, 3)].

k = 1 korral on tulemuseks [(0,2),(6,1),(8,2),(9,3),(—2,1),(—1,1)].

17.6. Programmeerida funktsioon jargmise iilesande lahendamiseks.

Antud: jéarjend a (listina).

Tulemus: paaride (n,vn) list, kus vn on jérjendis a leiduvate pikimate nvordsest
elemendist koosnevate osasénede arv, n > 1, vn > 0.

Niiteks jarjendi [9,0,5,-2,9,8,6,0,8,5,9,—1,5,4,—1,5, 9] korral on tulemuseks
list [(2,3),(4,2)], st

vOrdsete paare on 3 (nendeks on (0,0), (8,8) ja (—1,—1))

(vordsete kolmikuid ei ole)

vordsete nelikuid on 2 (nendeks on (9,9,9,9) ja (5,5,5,5)).

17.7. Loputoode kaitsmisele on lubatud 60 tilidpilast. Kaitsmine toimub neljas
komisjonis kolmel paeval. Igal paeval tuleb igas komisjonis kaitsmisele 5 iilidpilase
16put6o. Leida, mitu voimalust on kaitsmiste ajakava koostamiseks. Ajakavas on
iga komisjoni jaoks ndidatud iga kaitsmispdeva kohta, millised 5 iiliopilast millises
jérjekorras kaitsevad oma 16put6od sellel paeval.
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17.8. Loputdode kaitsmisele on lubatud 60 {ilidpilast. Kaitsmine toimub neljas
komisjonis kolmel péeval. Igal péaeval tuleb igas komisjonis kaitsmisele viie tiliopi-
lase 16putoo. Uhe t66 kaitsmiseks on ette nihtud 30 min. V6ib eeldada, et iihel
tool on parajasti 1 juhendaja ja 1 retsensent.

Andmed:

Ulidpilane/t66[60]: nimi, t66 pealkiri, to6 spetsiaalsus, juhendaja, retsensent.

Komisjon[4]: number, liige[5], esimees, esimehe spetsiaalsus.

Koostada programm kaitsmiste ajakava koostamiseks, milles on jargitud all-
jargnevaid noudeid.

Ranged nouded:

Kui t60 retsensendiks on iiks komisjoni esimeestest, siis see t60 peab tulema
kaitsmisele selle esimehe komisjonis. Samaaegseks ei tohi olla kavandatud nende
toode kaitsmine, millel on iiks ja sama retsensent.

Soovitatavad nouded (voimalikult palju neist voiksid olla rahuldatud, voima-
luse korral), alaneva prioriteediga:

Kui t60 spetsiaalsus langeb kokku mone komisjoni esimehe spetsiaalsusega, siis
see t00 peaks tulema kaitsmisele selle esimehe komisjonis. Kui t66 retsensendiks
on liks komisjoni liikmetest, siis see t06 peaks tulema kaitsmisele selles komis-
jonis. Kui t66 juhendajaks on iiks komisjoni liikmetest, siis see t06 peaks tulema
kaitsmisele selles komisjonis. Samaaegseks ei tohiks olla kavandatud nende t66de
kaitsmine, millel on {iks ja sama juhendaja.

Koostada loputdode graafiku loomise programm.

17.9. Rahvastikuregistrisse kantud isikute kirjete labivaatamisel saadi paaride
(<isiku nimi>, <elukoha asula nimetus>) jarjend. Sonastada algoritm leidmaks,
mitu isikut elab igas asulas; st tulemuseks peab olema paaride (<asula nimetus>,
<isikute arv, kelle elukohaks see asula on>) jarjend.

17.10. Sonastada algoritm leidmaks suure hulga 4-baidiste (32-bitiste) ,,arvu-
tisdbnade“ seast

(a) koik tdiendsonade paarid (<sbna>, <tdiendséna>), st kus <sdona>
ja <tédiendsona> koikides vastavates bittides on erinevad vaartused;

(b) koik sonade paarid (<sonal>, <sona2>), kus <sonal> ja <s6na2>
vastavates bittides on erinevaid vaartusi iilimalt kahel juhul.

17.11. Korvpalliliiga meistrivoistluste finaalis kohtuvad voéistkonnad A ja B.
Reglemendi kohaselt mangitakse omavahelisi mange seni, kuni iiks voistkond saab
4 voitu (tulles seega liiga meistriks). Koostada programm, mis

(a) véljastab koikvoimalikud 16pptulemused; niiteks tulemus AAABBA
vastab olukorrale, kus esimesed kolm méangu vditis A, seejirel B sai
kaks voitu, kuid siis voitis jélle A;

(b) véljastab koikvoimalikud 16pptulemused silistemaatiliselt (mingi kind-
la reegli kohaselt) jarjestatuna.
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17.12. (s) Tartu ithe giimnaasiumi abituriendid otsustasid tellida peotantsu-
kursuse algajatele. Leiti juhendaja (tantsupedagoog), kes oli nous selle kursuse
labi viima. Juhendaja noudel tuli registreeruda (sega)paaride kaupa. Abituriendid
koostasid kursuslaste nimekirja: n poissi ja n tiitarlast. Kuid paaride moodusta-
misel ei joutud omavahel kuidagi kokkuleppele. Matemaatikadpetaja, kellelt ndou
kiisiti, titles, et asi on vaga lihtne: iga poiss hinnaku ké&iki tiitarlapsi numbritega
1, 2, ..., n (tantsupartnerina) meeldivuse jérjekorras ja iga tiitarlaps hinnaku koiki
poisse numbritega 1, 2, ..., n (tantsupartnerina) meeldivuse jarjekorras. Sobivad
paarid annab hulkade P ja T (poiste ja tiitarlaste) selline {iksiihene vastavus, et
iga kahe poisi p1,p2 ja neile vastavate tiitarlaste t;, ty korral

((poiss p1 hindab tiitarlast t; korgemalt kui tiitarlast tp) voi

(tiitarlaps to hindab poissi p, kdrgemalt kui poissi p1))
ja

((poiss p2 hindab tiitarlast t, korgemalt kui tiitarlast t1) voi

(tiitarlaps t; hindab poissi p; kérgemalt kui poissi pz)).

Pérast seda, kui koik olid iiles kirjutanud oma hinnangud, paluti abi kooli IT-
juhilt, kes koostas vastava programmi, sisestas hinnangud ja printis programmi
abil iikslihese vastavuse paaride listina. Viimasega jdid koik rahule ja peotantsu-
kursus vois alata. Millise programmi oleksite Teie kirjutanud?

17.13. Rangelt kasvav jarjend a sisaldab nii negatiivseid kui ka positiivseid
elemente. Sonastada algoritm leidmaks (kui véimalik) selline indeks i, mille korral

a=i.

17.14. Koostada programm jargmise iilesande lahendamiseks. Olgu antud n-
elemendiline jérjend a ning indeksite 1,2, ...,n permutatsioon p. Korraldada a (ko-
hapeal) timber vastavalt permutatsioonile p. Naiteks, kui a = [,koer”, ,kana“,
yLammas“] ning p = [3,1,2], siis a uueks vaartuseks saab [,lammas“, ,koer", , ka-
na“]. Programm voib kasutada abimalu ainult konstantses mahus (O(1)).

17.15. Antud on jérjend, mis voib sisaldada nii tédisarve kui ka (eestikeelseid)
sonu. Koostada programm sellise jarjendi sorteerimiseks nii, et tulemusjérjendi ar-
vudest koosnev alamjarjend oleks mittekahanevalt sorteeritud ja sonedest koosnev
alamjérjend oleks leksikograafiliselt sorteeritud. Lisaks peab olema rahuldatud tin-
gimus: kui ldhtejarjendi i-ndal kohal oli arv, siis ka tulemuse i-ndal kohal on arv,
ning kui ladhtejarjendi i-ndal kohal oli séna, siis ka tulemuse i-ndal kohal on sona.

Néide: (aken,20,—30,uks, 199 11, katus) — (aken, —30,11, katus, 20,199, uks).

17.16. Borsimaaklerite omavaheline suhtlusvorgustik on kujutatud graafina,
milles iga tipp esindab iihte maaklerit. Kaar tipust u tippu v médrgendiga m néitab,
et maakler u edastab info maaklerile v ajaga m minutit. Koostada programm leid-
maks (kui voimalik) selline maakler (graafi tipp) w, et kui maaklerile w ,s66ta“
mingi info (nt kuuldus turgude seisust), siis see info levib koikide teiste maakleri-
teni koige liihema ajaga.
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17.17. Selgitada, milline andmestruktuur oleks kohane Eesti linnade asukoha-
andmete (vt nt http://www.htg.tartu.ee/phys/linnad.html ; 24.08.2016) kujuta-
miseks, kui tilesandeks on leida antud geograafilisele punktile kéige 1dhem (linnu-
lennult) linn.

17.18. (s) Monevorra kulunud metallketi iga liili jaoks on leitud selle tugevus
(arvulise vaartusena). Ketist on taaskasutuse eesmargil tarvis vélja 16igata pikim
osa, milles ndérgima liili tugevus on suurem kui teatav kriitiline tihe liili tugevus.

Sonastada efektiivne algoritm, leidmaks (voimaluse korral) véljaloigatava osa
algusliili ja 16puliili indeksid, kui on antud mingi keti liilide tugevuste jérjend ja
kriitiline liili tugevus.

17.19. Algarvude hulgas on tdheldatavad nn algarvuringid. Algarvuring on
kiimnendsiisteemis {ihepikkuste algarvude jarjend Xi,Xo,...,Xy, N> 2, milles

1) X1 on saadud arvust X; selle viimase kiimnendnumbri 16pust alguses-
se iimberpaigutamise teel (i =1,2,...n—1);

2) Xp = X1.

Kaks niiteringi: [971,197,719,971 ja [31199311193111933119.
Algarvuringi esindajaks loeme tema vidhima elemendi; iilaltoodud néiteringide pu-
hul siis vastavalt arvud 197ja 1193 Loomulik on iihe ja sama esindajaga algarvu-
ringid lugeda samasteks; seega esindajale vastab parajasti iiks algarvuring.

Koostada programm jargmise iilesande lahendamiseks.

Antud: arv a.

Tulemus: leitud viis algarvuringi arvust a suuremate algarvude hulgas; vastus
esitada esindajate kasvava jarjendina.

Néide: a= 16, vastus [17,37,79,113 337,.



18. Eriteemad

I Sonetootlus

18.1. Leida prefiksfunktsiooni ([1], Ik 78) vaartused séne s= ’'aaaaab’ jaoks.

18.2. Konstrueerida sone, mille prefiksfunktsiooni véaartusteks on

010123012340.

18.3. (s) Loendada, mitu korda vorreldakse siimboleid sone
s= 'aabcaabcd’
esinemise otsimisel tekstis
t = 'aabcaabcaaabcaabcdbaaaaaabab’

(a) Knuth-Morris-Pratti algoritmis (prefiksfunktsiooni leidmist arvestama-
ta);

(b) lihtsas otsimisalgoritmis ([1], joonis 5.1).

18.4. Antud sonepaaride s ja t jaoks konstrueerida maatriks ¢ vastavalt algo-
ritmile kavandada ([1], k. 90). Kriipsutada alla ¢ elemendid, mis vaadatakse 14bi
nende sonede pikima iihissone leimisel.

(a) s="'aabcbdba’; t = 'abbdcbba’;
(b) s ="'aabcbdbaa’;t = "abbdcbba’;
(¢) s ="'aabchdbaab’; t = 'abbdcbab’;

(d) Sone s saamiseks kirjutage oma ees- ja perekonnanimi jarjestikku, il-
ma tithikuteta ja ainult véiketdhtedega, ning votke sellest 10 esimest
tahte. Kui téhti oli vdhem kui 10, siis lisage 16ppu vajalik arv algusest
voetud téahti. Naiteks, Jiiri Kiho jaoks s = ’iirikihojii’. Sone t saate so-
ne stransponeerimisel (sdne stéhed vastupidises jarjekorras). Naiteks,
Jiiri Kiho jaoks t = ’iijohikirtiy’.

18.5. Programmeerida funktsioon kontrollimaks, kas antud séna on teise antud
sdna anagramm.

18.6. Eestikeelsest tekstikorpusest on valja eraldatud koéigi viietdheliste sénade
hulk. Koostada programm, mis leiab sellest kdik anagrammide alamhulgad. Néi-
teks, kaks voimalikku alamhulka:

{kaust, kutsa, skaut, tasku, takus, tuska, tukas};

{ketas, kaste, katse, kesta, teaks, teksa}.

18.7. Taht-number moistatus antakse valemina, milles erinevad suurtdhed ta-
histavad erinevaid numbreid. Tuleb leida, milline tdht millist numbrit tdhistab.
Naiteks

(a) KxK + Y = YZ (on mitmeid lahendeid, iiks neist: K=6, Y=3, Z=9);
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(b) PI xR xR = AREA (1 lahend);
(c) GAIUS + JULIUS = CAESAR (3 lahendit).

Koostada programm etteantud tdht-number moistatuse kdigi lahendite leidmiseks.

18.8. Koostada programm jargmise iilesande lahendamiseks.

Antud on n indiviidi Gihepikkused genoomijérjestused (sonedena).

Leida koige vaiksema Hammingu kaugusega (https://en.wikipedia.org/
wiki/Hamming_distance 24.08.2016) indiviidide paar.

18.9. (s) Keelehuviline Valdur to6tas vélja jargmised definitsioonid.

Soéna Svaldur-tiiveks ehk v-tiiveks nimetame sona S lithimat mittetiihja alam-
sona S (jarjestikust S osa), milles ei ole iihtegi unikaalset (alamsdna S piires)
stimbolit ja (paarisarvulise pikkusega S korral) séna S iiks pool ei ole teise poole
anagramm. Kaugeltki mitte igal sonal ei leidu v-tiive. S6na, millel on vdhemalt
iiks v-tiivi, nimetame v-sonaks.

Defineeritud moisted on iildiselt rakendatavad keelest soltumata. Néiteid v-
sonadest (poolpaksuna esile tostetud v-tiivedega):

nuumamata, rahaahnuse, ongelmallisista (soome k.), embarrassing (ingl.
k.), strutture (it. k.), verteidigungsministertreffensmittelm (saksa k.).

Moénel v-sonal voib olla mitu v-tiive, nt kellelegi, kellelegi. Valdur pani ka
téhele, et soomekeelsed tekstid paistavad silma v-sdnade erilise rohkuse poolest.

Programmeerida funktsioon

(a) antud sona koigi (erinevate) v-tiivede leidmiseks;

(b) v-sonade arvu leidmiseks antud tekstis.

IT Planimeetria
18.10. Kirjutada algoritmid kontrollimaks punkti kuuluvust

(a) kolmnurka;

(b) nelinurka.

18.11. Eeldusel, et on olemas algoritm punkti kolmnurka kuulumise kontrolli-
miseks kuulubKol mnurka(punkt, A, B,C), kus A,B,C on kolmnurga tipupunktid,

(a) kirjutada algoritm punkti nelinurka kuulumise kontrollimiseks (neli-
nurk ei pruugi olla kumer);

(b) kirjutada algoritm punkti kumerasse hulknurka kuulumise kontrolli-
miseks, mis oleks lineaarse ajalise keerukusega hulknurga tippude ar-
vu suhtes.

18.12. Kirjutada algoritm jargmise iilesande lahendamiseks.
Antud on neli punkti pl, p2, p3ja p4.
Analiiiisida tuleb kinnist murdjoont M = pl-p2-p3-p4-pl.
Tulemus: tagastatakse
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0, kui M ei ole nelinurk;

1, kui M on mittekumer nelinurk;
2, kui M on trapets;

3, kui M on ro6pkiilik.

18.13. Kirjutada lineaarse ajalise keerukusega algoritm, mis antud punkti-
hulgast elimineerib kumerasse kattesse ([1], 1k 118) mittekuuluvad punktid.

18.14. Kirjutada detailne algoritm kontrollimaks punkti kuuluvust hulknurka,
kui hulknurga tipud on antud ringahelana (loomulikus jérjekorras).

18.15. Olgu punkti hulknurka kuulumise praktilise iilesande korral teada, et
vaadeldavate punktide koordinaadid ei ole absoluutvéartuselt suuremad kui 999.
Kas algoritmis punkt_hulknurgas ([1], lk. 117) v&ib siis alamalgoritmi l6ikumine
asemel kasutada joonisel 47 toodud algoritmi l6ikuvad?

18.16. (s) Tasandil paikneb mingi arv vertikaalseid loike. Utleme, et kaks 16iku
on silmsides, kui neid saab iihendada horisontaalse 16iguga, mis ei 16iku iihegagi
iilejadnud vertikaalsetest 16ikudest. Koostada programm, mis leiab antud verti-
kaalsete 16ikude hulgast koik sellised 16ikude kolmikud, milles iga kaks liiget on
omavahel silmsides.

18.17. (s) Tasandil paikneb ristkiilik R, mille kiiljed on paralleelsed koordi-
naattelgedega. Ristkiilikus on mérgitud mingi arv punkte. Koostada programm

loikuvad(p, q)
- - - Antud: 16ik otspunktidega p ja q ning (globaalsena) horison-
--- taalne kontrollloik otspunktidega t ja (1000, t.y)
- - - Tulemus: tagastatakse 1, kui Ioigul p . .. q ja kontrollloigul
--- leidub tihine punkt; vastasel korral tagastatakse 0

py=qy?
- --1Ioik p...q on horisontaalne (voip = q)

<— (py=1ty)

---Ioik p...q ei ole horisontaalne ja asub sirgel s vorrandiga

--- Xo=(pr—qx) x (Y —qy)/(py —qy) +qx
ki=(px—qz)x(ty—qy)/(py—qy) +qx

- - - k on loikudele vastavate sirgete loikepunkti abstsiss, st.

- - - sirgel s asuva sellise punkti abstsiss, mille ordinaat on t.y

l<— (t.o < k<1000 (px < k< qgaVgr<k<pr))

Joonis 47: Loikumise erikontroll.
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leidmaks suurima pindalaga ristkiilik R, nii et
e R kiiljed on paralleelsed ristkiiliku R kiilgedega;
e R paikneb ristkiiliku R sees;

e R eisisalda (oma sisealas) iihtegi méargitud punktidest.

III Algoritmi korrektsus

Kéesolevas jaotises esitatud iilesannete lahendamiseks on tarvilik tunda algoritmi
korrektsuse tdestamise pohimotteid ([1], ptk 8).

18.18. (s) Leida omistamisdirektiivi norgim eeltingimus P joonisel 48.

---P
=% —y
---z <y

Joonis 48: Omistamisdirektiiv.

18.19. (s) Toestada alljargnevate algoritmide (a) — (e) korrektsus.

(a) Lihtmurdude summa:
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(b) Lineaarne algoritm:

—-- VBV
m:=1—m

n:=n-+1

a:=1-2n

b:=1+cos’a

b:=b—log; (n® + a) + sina — 2

z := logg (n* + a)?

y :=mb
r:=x+2y
x:=ux/2
---0,6<x <1

(c) Lineaarne algoritm:

---0,5<a<0,7ja
---0,5<1ogyn <0,7
=n+1

=1-2n

=1—-a

=2+ cos’

= b—logs (n* + a) + sin’a — 3
= logs (n? + a)?

= ab

=x 42y

=x/2
---0,5<z<1

8 8 8 oo e 0 3

(d) Faktoriaalide jagatis:

---0<k<n
m:=k+1
ti=m+1

t<n?
m:=m=x*t
t=t+1
n!
___m—g

(e) Suurem faktoriaal:

---n>5

m =

t:=7
t<n?
m:=mxt
t=t+1

m :=m x 120
__—m:n'
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alusstruktuur — abstraktsema andmestruktuuri kaudseks méluesituseks kasutatav
konkreetsem struktuur. Nt klassikalise kahendkuhja puhul on alusstruktuuriks t6-
kestamata massiiv, tokestamata massiiv esitatakse omakorda tavalise massiivi abil
(st alusstruktuur on tavaline massiiv) jne.

alusmassiiv — vt alusstruktuur.

eeldusgraafi analiiiis — eeldusgraafi iga tipu varaseima voimaliku 16puaja ja
hiliseima lubatava algusaja ning kriitiliste tippude algoritmiline tuvastamine.

GRAAF

e indutseeritud alamgraaf — graafi alamgraaf, mis sisaldab selle graafi
koik need kaared, mille algus- ja 16pptipp on selles alamgraafis;

e kaalutud (servadega/kaartega) graaf — graaf, mille servadel/kaartel on
(arvulised) kaalud/pikkused vmt;

e norgalt sidus graaf — orienteeritud graaf, mille kaarte asendamisel ser-
vadega tekib sidus suunamata graaf

e norgalt sidus komponent — orienteeritud graafi selline norgalt sidus
mittetiihi indutseeritud alamgraaf, mis ei sisaldu {iheski suuremas nor-
galt sidusas alamgraafis;

e tugevalt sidus graaf — orienteeritud graaf, milles leidub (suunatud) tee
igast tipust igasse tippu;

e tugevalt sidus komponent — orienteeritud graafi selline tugevalt sidus
mittetiihi indutseeritud alamgraaf, mis ei sisaldu itheski suuremas tu-
gevalt sidusas alamgraafis;

generaator-funktsioon — programne vahend rea vaartuste (objektide) jarjestik-
ku iikshaaval genereerimiseks.

generaator-funktsioon, Python — funktsioon, mis rakendamisel konstrueerib ja
annab vélja (yield) jérjekordse véartuse reas. Tiiipiline kasutamine:

for v in gen: # kus gen on generaator-funktsioon
# muutujale v on omistatud jarjekordne vddrtus

generaator-funktsioon, Java (iiks voimalusi) — parameetriteta isendimeetod
(tavaliselt nimega next) generaatori klassis, néditeks klassis nimega Gen. Viimases
defineeritakse veel parameetriteta isendimeetod hasNext, ja ka isendivali jooksva
oleku salvestamiseks.

Kasutamise néide:

Gen gen = new Gen(...);

while(gen.hasNext()){
Object v = gen.next();
// muutujale v on omistatud jarjekordne vddrtus
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// gen.next () konstrueerib ja tagastab (return)
//  jarjekordse vddrtuse ning salvestab jooksva oleku
// isendi gen vastavale vidljale

}

Kahni algoritm — &pikus ([1], ptk 6.1) kirjeldatud algoritm graafi tippude
topoloogiliseks jarjestamiseks.
KLASSID

e korgusoptimeering — reegel, mille jargi kahe erineva kdrgusega klassi-
puu ithendamisel pannakse alati madalam puu korgema alampuuks;

e topeltoptimeering — korgusoptimeering teede 6gvendamisega Galler-
Fischeri meetodi puhul, kus klassipuude korguse rollis kasutatakse
pseudokorgust;

e pseudokorgus — klassipuuga seonduv efektiivselt arvutatav kunstlik at-
ribuut, mille viartus muutub teede 6gvendamisega klassipuude {ihen-
damisel samamoodi, nagu ilma 6gvendamiseta klassipuude iihenda-
misel puu korgus;

Kosaraju algoritm — graafi tippude 16ppjarjestuses ldbimisel pohinev algoritm
tugevalt sidusate komponentide leidmiseks. Algoritm rakendab iteratiivselt jarg-
mist sidusa komponendi leidmise sammu: leida 16ppjarjestuses viimane tipp U,
mida pole veel sidusasse komponenti paigutatud, ning luua uus sidus komponent,
kuhu kuulub tipp u koos koéigi nende veel komponentidesse paigutamata tippude-
ga, millest u on graafis saavutatav.

parem raag — kahendpuu juurest algav ahel, mille iga jirgmine tipp on jooksva
tipu parem alluv ning viimasel tipul parem alluv puudub.

poimemeetod, optimeeritud variant — jérjestamise pdimemeetodi alt-liles va-
riant, kus kahekaupa péimimise algseisuks vietakse jarjendi juba alguses jarjesta-
tud segmentide list.

poimemeetod, alt-iiles variant — jarjestamise pdimemeetodi variant, kus koik
jarjendi jagamised osadeks on programmeeritud t60 algul tehtava eraldi etapina,
sellele jargneb saadud osade puukujuline kahekaupa kokkupdimimine. Massiivil
realiseeritakse alt-iiles variant tavaliselt tsiiklitega, erinevalt klassikalisest rekur-
siivsest poimemeetodi definitsioonist. Jarjendi osadeksjagamise voib teha triviaal-
selt, lugedes iga elemendi eraldi osaks. Vt ka péimemeetod, optimeeritud variant.

randkaupmehe iilesanne — iilesanne leida antud kaalutud servadega tdisgraafis
lithim (véhima kaalude summaga) kinnine tee, mis 1dbib kéik tipud.

sadulameetodil otsing — efektiivne meetod jarjestatud ridade ja veergudega
kahemd&o6tmelises tabelis antud votme esinemiste otsimiseks. Alustades tabeli nur-
gast, milles oleva kirje voti on iihes dimensioonis suurim ja teises vdhim, ot-
sib moodda rida voi veergu (kasutades tihemodtmelise otsingu meetodeid) vasta-
valt sellele, kummas suunas litkudes kirjete votmete erinevus otsitavast viheneb.
Punktis, kus uuritava reas (veeru) votmete erinevus otsitavast hakkab jille suu-
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renema, muudetakse suunda ja toimitakse samamoodi edasi kuni otsitava votme
leidmise voi tabeli piirest viljumiseni. Sama meetod rakendub nt kahe muutuja
funktsiooni kindla vaartuse otsingul, kui funktsioon on mélema argumendi jéargi
kasvav.

topeltkahendotsing — kahendotsing, millele eelnevalt otsitakse 16igu korduva
topeldamise teel 16ik, mis sisaldab otsitava koik voimalikud asukohad. Kahend-
otsing sooritatakse topeldamisetapil leitud 16igus.

tokestamata massiiv — massiiv, kuhu on voimalik elemente lisada ja kust ele-
mente eemaldada. Realiseeritakse tavalise massiivi (nn alusmassiiv) ja tdisarvu-
lise lisavéljaga, mis nditab, mitu elementi on massiivi salvestatud (see voib olla
massiivi pikkusest védiksem, iilejddnud elemendikohad loetakse tiihjaks). Kui mas-
siivi mahutavus (pikkus) ei luba uusi elemente lisada, asendatakse alusmassiiv
(orienteeruvalt kaks korda) suuremaga ja kopeeritakse koik elemendid sinna iile.
Analoogselt, massiivi elementide arvu vihenemisel asendatakse alusmassiiv jarjest
vaiksemaga kindla seaduspéira alusel.

vasakkalduv puu — kahendpuu, mille iga mittetiihja alampuu vasaku haru kaal
on vahemalt niisama suur kui parema haru kaal. Alampuu kaaluna voib kasutada
tippude arvu voi parema rao pikkust.

vasakkalduv kuhi — kuhi, mille alusstruktuuriks on vasakkalduvad puud. Sar-
naselt binomiaalkuhjadega defineeritakse koik vasakkalduvate kuhjade operat-
sioonid kahe kuhja iihendamisoperatsiooni kaudu: kirje lisamiseks vasakkaldu-
vasse kuhja iihendatakse ainult seda kirjet sisaldav iihetipuline vasakkalduv kuhi
olemasoleva kuhjaga; vahima votmega kirje eemaldamiseks eemaldatakse juur-
tipp ning ithendatakse vasak ja parem haru, tagastatakse juurtipu kirje. Kahe
vasakkalduva kuhja iihendamiseks pdimitakse nende puude paremad raod koos
vasakute harudega votme véértuse alusel (sdilitamaks kuhjatingimust), misjarel
taastatakse vasakkalduva puu struktuur, liikudes suunaga alt {iles ja vahetades va-
sakud ja paremad harud koéigis parema rao tippudest ldhtuvates alampuudes, kus
vasaku haru kaal on parema haru kaalust vaiksem.
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1. Funktsiooni asiimptootiline hinnang

1.3. Tdestuse teises pooles oletada vastuvditeliselt, et leidub selline konstant. 1.4.
(e) Vt Stirlingi valem ([1], 1k 71).

2. Algoritmi ajaline keerukus

2.2. Uurida viljastamisi parameetri n vaartuste 8, 9, 15ja 16 korral. Antud funkt-
sioonide (a), (b) ja (c) téitmise ajalise keerukuse hinnangud on vastavalt ©(logn),
O(n) ja ©(nlogn). 2.10. ©-hinnang peab kehtima alates mingist naturaalarvust N.
2.21. Parima algoritmi halvima juhu ajaline keerukus on ©(nlogn). Paisktabelit
kasutades saab praktikas seda kontrolli teha ©(n) ajaga. 2.23. Vt pohiteoreem
([11, Ik 20). 2.26. Fikseerida elementaaroperatsioonid ja seejarel leida nende ko-
guarv. 2.27. Halvima ja parima juhu ajalise keerukuse hinnangud langevad kokku
(ega ole O(1)). 2.28. Kui n fikseerida, siis algoritmi tditmisel sama n jaoks saame
alati sama sammude arvu. 2.29. Kui elemendi A;j to6tlemise aeg on O(f (i, j)), siis
see tdhendab, et selle elemendi to6otlemise aeg jaéb vahemikku ¢ f (i, j)...c2f (i, ),
kus ¢; ja ¢, on mingid konstandid ja 0 < ¢; < ¢p. 2.30. (b) Vaid iiks dige vastus.
(c) Viis oiget vastust. 2.31. Leida jérjestikuste Fibonacci arvude F, ja Fy,1 kiim-
nendkohtade arvu soltuvus indeksist n. 2.34. (c), (d) ja (e): vt pShiteoreem ([1],
lk 20). 2.40. (a) ©-hinnang selle programmi kaitamisele ei ole @(2"). (b) Asten-
damise teel. 2.41. Funktsiooni tiitmise ajalise keerukuse hinnanguks on ©(n-4").
2.42. Funktsiooni téditmise ajalise keerukuse hinnanguks on @(n-n!).

3. Hargnemistega algoritm. Rekursioon

3.3. Leida rekurrentne sesos liitmiste (voi lahutamiste) arvu I(n) jaoks. 3.9. (b)
Selle funktsiooni ajaline keerukus on ©(n!), kus n on a elementide arv. 3.16. (a)
Binaarne rekursioon. 3.18. Rekursiooni valjakutsete puu hargneb vastavalt sellele,
kummast sonejarjendist voetakse esimene element dra.

4. Variantide labivaatamine

4.4. Voimalik, kuid ebaefektiivne oleks luua 2n-elemendiline jérjend, milles alg-
se jarjendi iga elementi on tédpselt kaks eksemplari, ja seejédrel sooritada saadud
jarjendi koikide variantide ldbivaatust. 4.5. Trinaarne rekursioon. NB!Tekitades
52-elemendilise toodete jarjendi ja valides sellest, ei saa me kd&iki valikuid {ihe-
kordselt. 4.7. Leidnud mingi sobiva valiku, peame tildjuhul selles rekursiooni ha-
rus otsingut jitkama. 4.8. Seda leidev rekursiivne funktsioon peab tagastama sel-
les harus leiduvate sobivate komplektide arvu. 4.9. Ulesannet saab lahendada ka
teatavate maatriksite astendamise teel. 4.11. Rekursiivne funktsioon ast(n): An-
tud: trepi astmete arv n, n > 1. Tulemus: tagastatakse sonede jirjend, milles iga
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sone on iiks iilesminemise moodus, koosnedes siimbolitest 1, 2 ja 3 (tdhendus-
es — samm vastavalt kas jargmisele, lilejairgmisele voi iile-iilejargmisele astmele).
Baasjuht: kui n = 2, siis iilesminekumoodusteks on "11" ja "2". Uldjuht — annab
astmele nr n {ilesminekumoodused : [Iga v € ast(n— 1) korral: /v on iiks astme-
le nr n— 1 iilesminekumoodus/ 1) iihe mooduse saame, lisades sonele v siimboli
1; 2) veel ithe mooduse saame, kui asendame sones v viimase siimboli: kui see
oli 1, siis siimboliga 2; kui see oli 2, siis siimboliga 3.]. Ulesminekumooduste arv
on funktsiooni ast(n) poolt tagastatud jérjendi pikkus. 4.13. Uurida, mitmel viisil
saab osarivi otspunkte méarata. Osarivi on méaratud esimese elemendi ja viimase
elemendi indeksitega kogu massiivis (0pilaste rivis). 4.15. Neid arve on 23. 4.18.
Uks véimalus — neljakordse tsiikliga. 4.22. Iga kombinatsioon n-elemendilisest jér-
jendist k kaupa on maaratud jarjendi (ihe maskiga; maskideks on koikvoimalikud
bitijarjendid pikkusega n, milles igaiihes parajasti k iihte. 4.28. (a) Leida kastide
mahtuvusrelatsiooni suurim alamhulk, milles ei esine korduvaid kaste.

5. Magasin ja jarjekord

5.8. Rekursiooniga seda efektiivselt lahendada ei saa. 5.9. (a) Magasini sisuks vot-
ta selliste lippude asukohad oma horisontaalil, mis pole omavahel tules; seejarel
proovida lisada jargmist. 5.10. Nn Josephuse probleemi saab lihtsasti lahendada,
kujutades rea jarjekorrana, millest igal sammul esimesed k— 1 viiakse jarjekorra al-
gusest jarjekorra 10ppu, k-s aga lihtsalt eemaldatakse. 5.12. Leida koik alglinnast
kaugusel 1 olevad linnad, seejédrel kaugusel 2 olevad jne. 5.13. Piisab jérjendi a
analiiiisimisest jarjendit b silmas pidades.

6. Otsimisalgoritmid jarjenditel

6.2. Kahendotsingu algoritmis vorreldakse (vorduse mottes) elemendi vaartust
otsitavaga alles siis, kui otsinguakna suuruseks on 1. 6.5. (a) Topeltkahendotsingu
akna parema piiri rollis on jargepidi 11, 16, 32 ja 56. Aknas [34,...,53 sooritame
tavalise kahendotsingu. 6.8. Voimalik on see neist kahes. 6.11. Kahendotsingut
saab kasutada vaid siis, kui otsinguakna raamid (mélemad &déred) on teada.

7. Jarjendi iimberkorraldamine

7.2. Umberpaigutamise tulemusel peab massiivi esimesel viiel kohal olema alam-
massiiv [18,19,16,17,20]. Terve massiivi lihtsalt sorteerimine ei ole kdige efektiiv-
sem. 7.3. Umberpaigutamise tulemusel peab massiivi viimasel seitsmel kohal ole-
ma alammassiiv [31,32,37,39,36,38,35. 7.14. (d) Aitab juhuslikkus. 7.29. Kesk-
misel juhul on hinnangud astimptootiliselt vordsed. 7.31. Esimesest ajamd&tmise
tulemusest méérata konstant. 7.39. Vaadelda, millistel juhtudel nimetatud meeto-
dites alamjirjendeid enam osadeks ei jagata. 7.41. Viljakutsete magasinis hoitak-
se ka neid katkestuskohti, mille korral selles harus enam sisulist t66d ei tehta.
7.44. Alati realiseerub kiirmeetodi halvim juht.
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8. Paisksalvestus

8.1. Sobivad vaid need, mis véimaldavad koik read 14bi kédia. 8.14. Algul proo-
vida leida, mitmel viisil on voimalik x kirjet paigutada tabelisse nii, et ei tekiks
ithtegi porget. Sealjuures toendosuse arvutamisel arvestada, et kirje voib sattu-
da suvalisse tabeli ritta. 8.17. (a) Lihtsama paiskfunktsiooni saamiseks maéarata:
(a) k €[0,10) ja h(k) = |9k/10]; (b) k € [-3,2) ja h(k) = |2k+ 3|. 8.20. Erine-
vaid perenime esitdhti on mingi konstatne arv. 8.22. Igasse kimpu peaks sattuma
keskeltlabi vordne arv kirjeid. 8.23. Poolloik [a,b) madrata voimalikult lithike, see-
jérel ndidata, et ei saa kehtida h(a) = h(b—1). 8.34. Leidub algoritm, mis siinkohal
tootab ajalise keerukusega ©(nlogn). 8.35. Leida nimetatud meetodite halvad ju-
hud. 8.37. Algoritm, mis alustab jarjendi labimist 16pust. 8.40. Leidub mitmeid
lineaarse keerukusega algoritme. 8.48. Algoritmi tookiiruse votmekohaks on sa-
ma véirtuse eespool esinemise kontrollimine. 8.49. Piisab eelnevate elementide
voimalikult efektiivselt meelespidamisest. 8.50. Kui elemendid paisata iihtlaselt
kimpudesse, siis leida, millistel positsioonidel saavad asuda suuruse poolest l&-
himad elemendid. 8.51. Salvestades paisktabelisse kirjet votmega m, kontrollida,
kas tabelis juba leidub kirje votmega n— m. 8.52. Tuleb véimalikult efektiivselt
kontrollida, kas vaadeldav element on juba varem esinenud.

9. Puu ja kahendpuu

9.1. (b) Jargmise taseme moodustavad jooksva taseme tippude alluvad. 9.6. Iga
iilesande lahenduseks on rekursiivne protseduur, millel sisendparameetriteks puu
ja tipp; vaid tilesande nr 6 korral tuleks lisada ka kolmas parameeter: arv, mis peab
saama antud tipu tasemenumbriks. Monevorra keerulisem on iilesanne nr 3, mil-
le puhul voiks tooviljal “meeles pidada“ (lisaks vahetippude arvule) ka alampuu
tippude arvu ja lehtede arvu. Ulesandes nr 5 arvestada kahendpuu tipus ka puudu-
va alluvaga (selle kérgus on 0). 9.7. Kasutada abijérjekorda. 9.10. Tasemed kuni
eelviimaseni koosnevad iiksnes kahe alluvaga tippudest, eelviimase taseme saba-
tippudest valjub kokku O v6i enam tiihiviita. 9.18. Algselt iihetipuline. Seejérel
(kuni pole veel n tippu) valida juhuslikult {iks olemasolevatest ilma kahe alluvata
tippudest. Kui valitud tipul on iiks alluy, siis lisada uus tipp puudunud alluva koha-
le. Kui valitud on lehttipp, siis lisada uus tipp sellele kas vasakuks v6i paremaks al-
luvaks (juhuslikul moel otsustades). 9.23. Tipunumber voiks esineda nii lisapara-
meetri kui ka tagastatava vaartuse rollis. 9.28. Sisuliselt rekursiivseid p66rdumisi
alampuudesse tuleb realiseerida magasinitootluse abil. 9.29. (b) Induktsiooniga:
trassi mistahes tipp saab kiilastatud etteantud arv kordi 16pliku arvu katsetega.
9.30. Juhuslikul moel genereerida [n/2]-tipuline kahendpuu, vt {ilesanne 9.18;
selles igale iihe alluvaga tipule lisada teine (puudunud) alluv, seejérel seada tippu-
de mérgendid. 9.31. Labimine 16ppjarjestuses. 9.32. /Algoritm, ldbimine keskjér-
jestuses/ suluav(T,t): kui t=A, siis tithisdne, vastasel korral "("+
suluav(T,t.vasak) + t.m + suluav(T,t.parem) + ")". 9.34. Catalani arv.
9.35. Vt [1], 1k 27. 9.42. Bittide arv antud teksti Huffmani kodeeringus: (a) 62;
(b) 39.
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10. Otsimispuud

10.3. Asjaoluy, et juurtipu kirje on suurem oma koikidest vasakus alampuus ole-
vatest tippude Kirjetest ja ei {ileta ihegi parema alampuu kirje votit, ei garanteeri
veel kahendotsimispuuks olemist. Vt ka asjakohane teoreem, [1], 1k 31. 10.4. (a)
5 puud; (b) 17 puud; (c) 48 puud. 10.6. Seda saab teha vaid iihel moel. 10.7.
Juurkirjeks saab, niiteks: (a) 5; (b) 6; (c) 4. 10.14. Kitsaskohaks on voimalik
puu korguse ja tippude arvu lineaarne séltuvus. 10.15. Leida, millised operatsioo-
nid koikide puu kirjetega saab realiseerida lineaarse ajalise keerukusega algoritmi
abil. Vaja on monda neist kasutada mitu korda. 10.20. Oletada vastuviiteliselt, et
selline algoritm leidub. Seejérel leida, millise massiivioperatsiooni saab siis lahen-
dada kiiremini, kui téestatult teada. 10.21. (b) Tipp langeb oma alluvatest hiljem.
10.22. Viimasel kohal jarjendis asub puu juur, eelmised peavad jagunema kaheks
alamjarjendiks, millest iiks koosneb juure vasaku alampuu tippudest 16ppjarjes-
tuses, teine — juure parema alampuu tippudest 16ppjarjestuses. 10.23. AVL-puu
struktuuri séilitamine on odavam kui halvasti ehitunud tavalise kahendotsimis-
puu kasutamine. Miks? 10.25. Ei saa olla. 10.27. 20-tipuline. 10.29. On mitu
voimalust. 10.35. Juba olemasolevasse AVL-puu struktuuri on voimalik etteantud
jarjendi kirjeid voimalik paigutada vaid iihel viisil. 10.36. Iga tipu kauguse kon-
sooli (ekraani) vasakust dérest saame, kui labime puu keskjérjestuses. 10.38. Lei-
da korgusega h AVL-puu minimaalne ja maksimaalne kirjete arv. 10.39. Vt suunis
tilesandele 10.38. 10.40. Juurtipu molemas harus peab olema minimaalne voima-
lik tippude arv. 10.41. Vt suunis iilesandele 10.40. 10.42. Tuleb garanteerida, et
iga alampuu korgust leitaks tapselt iiks kord. 10.43. Kahendpuu ldbimine toimeta-
da eesjarjestuses. 10.44. Viide iilesandest 10.41. 10.45. Puu ldbimine keskjares-
tuses on lineaarse ajalise keerukusega tippude arvu suhtes. 10.53. (a) Loppseis:
(16(13(11( ,12), 14(13.5, )), 17(16.5, 18( ,19)))). 10.74. B-puu de-
finitsioonis on puu tipu kirjete arvule seatud nii alam- kui ka tilempiir.

11. Kuhjad

11.14. Kahendotsimispuust saame ©(n) ajaga selle puu koiki kirjeid sisaldava sor-
teeritud jarjendi. 11.15. Kuhjastamise rekursiivne variant to6tab lineaarse ajalise
keerukusega tippude arvu suhtes. 11.18. Kahel juhul saadakse kahendkuhi, kahel
juhul alati mitte. 11.19. Leida iga tipu jaoks keskmine vahetuste arv allaviimisel.
11.35. Juhud, kus sama liiki puude ihendamisi on voimalikult palju. 11.38. Ar-
vestada, et ©(log(n+m)) = ©(logn+logm).

12. Klasside kujutamine

12.9. Teede d6gvendamine toimub kanoonilise esindaja otsimise ajal. 12.10. Kui-
das klassipuu korgust jooksvalt arvutada? 12.11. Kuidas teede 6gvendamine mo-
jutab klassipuu korgust?
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13. Graafi labimine

13.4. Vilimise tsiikli igal sammul moodustatakse jargmine front Q', 1dhtudes sam-
mu algul antud frondis Q olevatest tippudest. Samm 16peb omistamisega Q := Q'.

13.6. (a) p(t)!, kus p(t) on tipu t korral fronti lisatavate (vaatlemata) naab-
teV(G)
rite arv. 13.7. Leida servade arvu ja tippude arvu suhte piirid. 13.8. Tipu to6tle-

mine graafi 1abimise algoritmis seisneb siin jérjekordse vaadeldava tipu (lisavél-
jale) eellase markimises, et ,pidada meeles®, kust vaadeldavasse tippu tuldi. Kui
tee leidub, siis saab selle kiatte mooda eellasi ,tagurdades®, lahtudes sihttipust.
13.9. Sobivasse kohta rekursiivses algoritmis, mis leiab iihe tee graafi stigavuti
labides, lisada tipult tunnuse ,vaadeldud“ mahavotmine. 13.13. Kui jarjekordse
vaadeldava tipu moni naabritest on juba varem vaadeldud, siis leidub antud graa-
fis tsiikkel. Tuleb arvestada, et graaf ei pruugi olla sidus. 13.14. Lidhedane kdigi
teede otsimisele, vt {ilesanne 13.9. Arvestada, et graaf ei pruugi olla sidus. 13.15.
Tsiikli koik tipud kuuluvad ihte ja samasse sidusasse komponenti. 13.16. Laiuti
labimine. Igasse tippu peab juurtipust jdudma tépselt iihel viisil. 13.19. Teede ot-
simine antud maatriksi p&hjal konstrueeritud graafis. 13.20. Siigavuti l&bimine,
kus maérgistatakse (labitud) kaari, mitte (vaadeldud) tippe. 13.22. Korratav tege-
vus, eeldusel, et graafis on juba leitud mingi (ilma korduvate servadeta) tsiikkel C:
leida C tipp v, millest lahtuvate servade hulgas on veel ldbimata serv; leida tsiik-
kel C’ 14bi tipu v (vt ka 13.20); muuta C, pookides selles tipu v asemele tsiikli C'.
Korratakse seni, kuni koik servad on kantud tstiklisse C. 13.24. Siigavuti. 13.25.
Uhessegi tsiiklisse mittekuuluvad tipud v&ib kohe kérvale jitta; lugeda need vaa-
delduks. Korrata: veel vaatlemata tipu puhul leida (siigavuti) seda 1abiv tsiikkel
(voib sisaldada ka vaadeldud tippe); sellel olevad servad orienteerida (kui pole
veel orienteeritud), tipud lugeda vaadelduks. 13.26. Uks véimalus: graafis teede
siigavuti leidmise, lisaparameetriga varustatud, rekursiivne protseduur. Koiki teid
ei pruugi labi vaadata. 13.27. Arvestada puu tippude arvu ja servade arvu vahelist
seost.

14. Kaugusalgoritmid graafidel

14.7. Selle tipupaari kaugus peab realiseeruma l4bi koigi nelja {ilejadnud tipu.
14.12. Kaarte tootlemise jarjekord on suvaline. 14.13. Kahe tipu vaheline lithim
tee kasutab maksimaalselt n— 1 kaart, kus n on tippude arv. 14.18. Taolisel graafil
leidub tippude topoloogiline jarjestus ([1], lk 93). 14.19. Leida kaks tippu, millede
vaheline otsetee on pikim.

15. Eeldusgraaf

15.9. Topoloogilise jérjestuse olemasolu. 15.22. Topoloogiliste jarjestuste suurim
voimalik arv on 30.
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16. Graafi toes

16.9. Labides puu iga serva tédpselt 2 korda, jouame alati teekonna lahtetippu.
16.19. Rakendada korduvalt Kruskali algoritmi, sealjuures iga vordsete kaaludega
servade komplekti wi,...,w korral vaadelda k! erinevat selle servade hulga vali-
mise jarjekorda. 16.24. Lihendi konstrueerimine — vt {ilesande 16.9 suunis. 16.25.
Vt ka: en.wikipedia.org/wiki/Maze_generation_algorithm (24.08.16).

17. Varia

17.12. Soovitatav tutvuda: Gale-Shapley algoritm. 17.18. Uhekordne tsiikkel iile
tugevuste jarjendi.

18. Eriteemad

18.3. Soovitus: tekstit alla jirgnevatesse ridadesse kirjutada otsisone ssobiva nih-
kega; otsisones kriipsutada alla vastaval sammul vordlemisele tulevad siimbolid.
18.9. (b) Vaadeldavateks sonadeks lugeda tithiku(te)ga eraldatud tekstiosad. Vas-
tuseks on nende s6nade arv, millel leidub ainult tdhtedest koosnev v-tiivi. 18.16.
Alamiilesanne: kontrollida, kas kaks antud vertikaalset 44areldiku on silmsides, kui
nende vahel paikneb n antud vertikaalset vaheldiku (n > 0). Tarvitseb vaadelda
vaid 16ikude otspunktide ordinaate, st 16ik on antud oma otspunktide paarina.
Olgu éaéreloikudeks (ap,bp) ja (a1,bs), kus paari esimene liige tdhistab 16igu alu-
mist, teine aga iilemist otspunkti. Ulesanne taandub kontrollimisele, kas nende
omavaheline kattumisala ehk kontroll-16ik (a,b) = (max(ap,a1), min(bg,b1)) eksis-
teerib ja on vaheldikude poolt tdielikult kaetud vo6i mitte. Kaetuse kontrolli saab
esitada nii ,jaga ja valitse“ kui ka iteratiivset laadi alamalgoritmina. Esimesel ju-
hul votta jaotuspunktiks {iks vaheloikudest (u,v); seejarel lahendada kaks véikse-
mat {ilesannet: kontrollida 16igu (a,u) on kaetust vaheldikudega v.a (u,v) ja 16igu
(v;b) on kaetust vaheldikudega v.a (u,v). Iteratiivse 1dhenemise korral ,projek-
teerida“ vaheldikude otspunktid vertikaalile nt nurksulgude paaridena, kontrolli-
des saadava nurksuluavaldise terviklikkust. 18.17. Piistitame iildisema iilesande:
leida (konstrueerida) koigi selliste alam-ristkiilikute hulk RH, nii et iga ristkiilik
r € RH rahuldab esialgse iilesande tingimusi ja on pindalalt maksimaalne, st on
piiratud ménede margitud punktidega ja/voi R kiiljega (kiilgedega). Hulka RH
kuuluvad ristkiilikud voivad osaliselt kattuda. Esitatud iildisema {ilesande saab la-
hendada tsiiklis, mille igal sammul vetakse vaatlusele iiks jarjekordne mérgitud
punkt p; iga sellise ristkiiliku r € RH korral, mis sisaldab punkti p eemaldatak-
se r hulgast RH ja hulka RH lisatakse neli uut maksimaalset (ja osaliselt kattu-
vat) alam-ristkiilikut, milledeks punkt p jaotab ristkiiliku r. Hulga RH algvéar-
tus enne tsiiklit: RH = {R}. Esialgse iilesande lahenduseks on suurima pindala-

2
ga alam-ristkiilik(ud) hulgas RH. 18.18. x < y 2% X2 —y < y & X2 < 2y & P.

18.19. (Algoritm a) Néidata, et tingimus R on tsiikli invariant, R< (k < n+ 1)A

1
(s=1- E) Selleks (1) niidata R invariantsus: kui enne tsiikli sisu (kolme omista-
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mise) taitmist kehtib (k < n) AR, siis parast tsiikli sisu tditmist kehtib R; tdestus —
alt iiles, rakendades kolm korda omistamise tuletusreeglit ([1], lk 130); (2) nédida-
ta R sihiparasus: (k>n)AR= (s=1— ﬁ)' Seejdrel néidata tsiikli 16plikkus: enne
tstiklisse sisenemist on avaldis n— k positiivne, sest n > 5 ja k = 2; kui enne tsiikli
sisu (kolme omistamise) tditmist mingi konstandi ¢ korral kehtib 0 < n—k =¢,
siis parast tsiikli sisu taitmist kehtib 0 < n—k < ¢; tdestus — samuti alt iiles, ra-
kendades kolm korda omistamise tuletusreeglit. Lopuks ndidata, et enne tsiiklisse

sisenemist kehtib R. (Algoritm b) Leida kogu algoritmi norgim eeltingimus (R):

05<x<12Z205<x/2<1e1<x<222 1 oxtoy<2.. MM R,

nédidata, et konkreetsest antud eeltingimusest jareldub R. (Algoritm d) Koigepealt

(t—1)!

" on tstkli invariant.

ndidata, et tingimus R, Rt < (n+1)Am=




Vastused

1. Funktsiooni asiimptootiline hinnang

1.5. (b) Jah. (c¢) Jah. (d) Ei. 1.8. Jérjestus aeglasemalt kasvavast funktsioonist
alates: (d), (e), (b), (a), (g), (O, (c). 1.10. (a)-; (b)-; (c)-; (d)-; (e)+; (O)-; () + .
1.11. (a)-; (b)+; (0)-; (d)-; (&)-; (D) + .

2. Algoritmi ajaline keerukus

2.1. (a) 2n; (b) 2% +n: (c) N?+2n. 2.2. (a) |log,n| + 1. 2.3. Vastavalt O(n?) ja
O(n%). 2.5. O(n). 2.6. (a) ©(mn); (b) O(n). 2.7. Halvim, parim ja keskmine juht
tihtivad. (a) ©(n); (b) ©(y/n). 2.8. Halvim ja parim juht erinevad vaid konstandi
vorra, seega on molema hinnanguks ©(n). Halvim juht realiseerub, kui koik jarjen-
di elemendid on nullid, parim juht aga siis, kui jarjendi koik elemendid on nullist
erinevad. 2.10. O(n). 2.11. (a) ©(n%); (b) ©(2"). 2.13. (a) O(n%); (b) O(n*). 2.14.
(a) ©(mn); (b) ©(nlog(m!)). 2.15. (a) ©(m+logn); (b) O(M?+n?). 2.20. Jah. 2.26.
(@) O(n); (b) O(n); (c) O(n?). 2.29. (a) O(n?); (b) O(n?logn); (c) O(n%); (d) O(n%);
(e) O(n3). 2.30. (a) O(n) ja selles sisalduvad O-klassid. (b) O(2"). (c) O(n) ja sel-
les sisalduvad O-klassid. 2.32. (b) ©(n®). 2.40. (a) Programmi ajaline keerukus
on O(n2"); seega maksimaalne n on 36, aega kulub arvestuslikult 2949sekundit.

3. Hargnemistega algoritm. Rekursioon

3.2. 54. 3.4. (a) REKURSIOON; (b) NOOISRUKER; (¢) REKURSIOONNOOISRU-
KER; (d) RKRIONOSUE; (e) EUSONOIRKR. 3.5. Prinditakse 1023rida ja soorita-
takse 1534 funktsiooni tésta viljakutset; iildjuhul vastavalt 2" — 1 ja 3-2"1 -2,
3.7.(a) a+1,b; (b) a,b—1; (¢c) a+1,b; (d) a+1,b; (e) a+1,b—1. 3.8. (a) Kont-
rollib, kas sisendiks antud arv on paarisarv. (b) Leiab naturaalarvuliste sisendite a
ja b korral arvu aP. (¢) Leiab naturaalarvude a ja b korrutise. (d) Kontrollib, kas
sisendiks antud arv on naturaalarv. 3.9. (a) 1 kord. (b) n! korda, kus n on vaadel-
dava alamhulga elementide arv. 3.11. Negatiivsete tdisarvuliste sisendite korral ei
peatu. 3.12. (a) Ei. (b) Jah. (c¢) Jah. (d) Jah. 3.14. (a) Alati. (b) Alati.

4, Variantide labivaatamine

4.13. O(n?).

5. Magasin ja jarjekord

5.5. (@) 4m+3n; (b) ©(m+n). 5.9. (a) Paigutuste arvud n=1,2,...,12 jaoks on
1,0,0,2,10,4,40,92,352 724,268Q 14200
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6. Otsimisalgoritmid jarjenditel

6.1. Siis on suurim sammude arv otsingul teiste jaotamisversioonidega vorreldes
vahim. 6.3. Jarjestikotsingut. 6.6. (a) Ulevalt vasakult alustades, suuna muutus
toimub elementidel 10, 46, 24, 45, 40, 42 ja 33. Alt paremalt alustades toimub
suuna muutus elementidel 39, 50, 40, 45, 40, 92 ja 38. 6.12. (a) Kasutada sadula-
meetodit tdiendusega, et otsingusuuna muutuse koht tuleb ise arvutada. (b) Ana-
loogselt sadulameetodiga, ,l6igata“ kolmemdotmeline otsinguruum ,,viiludeks” ja
igal viilul rakendada sadulameetodit.

7. Jarjendi iimberkorraldamine

7.1. Esimene massiiv peab t66 l16ppedes olema jarjestuses [20,21,12 1519 13
14,11 23,29,31,30,35,25,24,26,28,27,32,23. 7.4. Esimese massiivi 16ppseisuks
on [23,30,45,36,62,61,29,55,35,40,50,78 80,77, 75. 7.5. Esimese massiivi 16pp-
seisuks on [16,11,17,15,18,19,22 20,23,35,31,30, 37,28, 37,27,32,24]. 7.6. Kui
lahkmeks valitud element on té6alal vahim. 7.26. 101, iildjuhul 2n— 1. 7.27. 189,
tildjuhul 2n— 1. 7.31. Ligi 9 sekundit. 7.32. (a) Ligi 18 sekundit. (b) Ligi 4 sekun-
dit. 7.33. Mullimeetod on pdimemeetodist sellel andmemahul 25korda aeglasem.
7.44. O(n%).

8. Paisksalvestus

8.3. Uhisteguri puudumine tagab, et tabelis rea otsimisel saab jouda iga reani.
8.25. Jadkpaiskamine. 8.32. Kimbumeetod. 8.33. Loendamismeetod. 8.42. Mulli-
meetod on 10 korda aeglasem.

9. Puu ja kahendpuu

9.3. (a) aste(T,t): kui t.vasak = A ja t.parem = A, siis t.x := 0, vastasel kor-
ral, kui t.vasak # A ja t.parem # A, siis t.x:= 2, muidu t.x := 1; aste(T,t.vasak);
aste(T,t.parem). (b) aste(Pt): t.x=0;[+ Tipu t iga alluva v korral: t.x+
+; age(Pv)]. (c) aseP(T,t): t.x=0; v:=twvasak;[* kuni v # A: t.x+ +;
asteP(T,v); v:=v.parem]. 9.4. Rekursiivne algoritm, t — vaadeldav tipp. Baasjuht:
kuit on olematu, siis vastuseks O (tiihja puu kdrgus). Pohitegevus: rekursiivselt ra-
kendades leiame t vasaku alampuu korguse hg ja t parema alampuu kérguse hy,
vastuseks on 1+ (suurim korgustest hg ja hy).

10. Otsimispuud

10.12. Paremasse harusse. 10.14. Kasutada AVL-puud. 10.24. K&ik peale viimase.
10.29. Korgusega 5 v6i 6 voi 7. 10.32. Lehttippe peab leiduma ka igal tasemel
51...99.10.40. c(h)=c(h—1)+c(h—2)+1,c(1) =1, c(2) = 2. 10.60. (a) Juurtipus
1 ja 2; vahetipus 1 ja 2. (b) Juurtipus 1 ja 8; vahetipus 4 ja 8.
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11. Kuhjad

11.6. Lopptulemus teise massiivi jaoks on [91, 90, 85, 71, 88, 80, 81, 68, 61, 60,
76, 48,49, 75, 70, 59, 51, 55, 58, 50]. 11.24. 256. 11.25. 7, 5, 3.

13. Graafi labimine

13.2. Joonis 20 (kui naabrid tdhestiku jarjekorras): (a) abcdefgh; (b) abcehdfg;
(c) hecbfgd. 13.5. 12. 13.7. Ei ole. Keerukuse hinnanguks on ©(n?), kus n on
tippude arv. 13.11. Parim juht: @(n); halvim juht: ©(n?).

14. Kaugusalgoritmid graafidel
14.12. Ei. 14.14. (b) Dijkstra algoritm.

15. Eeldusgraaf

15.3. 1 ja n!. 15.6. 113400 jah. 15.8. Mingil hetkel t66jarjekord on tiihi, aga
kaik tipud pole veel téojarjekorda pandud. 15.10. Ei. Midagi ei saa 6elda. 15.17.
Esimesed kaks. 15.23. Kriitiliseks teeks on kindlasti selline ahel, milles tippude
tootlusaegade summa on suurim. 15.24. Ei. 15.25. Jah. 15.26. Jah. 15.27. 1.

16. Graafi toes
16.2. 40. 16.7. (a) Jah. (b) Ei.
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